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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 7, 
Geometria Analítica, da coleção Fundamentos de Matemática Ele- 
mentar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o pro- 
fessor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais 
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complemen- 
tos. Estamos abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser 
encaminhadas através da Editora. 

Agradecemos à professora Irene Torrano Filisetti a colaboração 
na redação das soluções que são apresentadas neste Complemento. 
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oo NONO — Coordenadas cartesianas no plano 
2. Calculando as medidas dos lados, temos: 


10. 


11. 


12. 


14. 


das = 26; dec = VT2; dac = (26. 
Como das = daç, O triângulo é isósceles. 
Como (V72)? > (V26)? + (V26)?, o triângulo é obtusângulo. 


Para o AABC ser retângulo em B, devemos ter: 
dão = dás + do. 


Ss +(x-5P=4"+( 6P+1+(K+HIP => x=—5 


A é equidistante de Be C se, e somente se, dap = dac- 


K+i12+(-12=VYx-52+125 x=2 


P pertence ao eixo das abscissas, portanto P(x, 0). 
P é equidistante de A e B, então dpa = dpp. 


JK 22 + 2 =JK-32+-5P - «=D 


Portanto: (22, 0) 
P pertence à bissetriz b,,, então P(x, —x). 
P é equidistante de A e B, portanto dpa = dpp. 


WE IP=VKTZPAOXIP 5 x= 5 


Portanto: (5. 5) 
M(a, 0); N(O, a); P(x, y) 


1 2 
AMNP é equilátero se, e somente se, dpm o dpN E dm: 


(1)deu = do > Vx—-a2+y2=X+(y-a2 > x=y 


(2)dn = dn > Vry-ap=VCap+ra sx= aci 
Há, portanto, duas possibilidades: 
p/a+av3 a + av3 ayp/ 2-8 a — av3 

2 é 2 2 ú 2 ; 
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16. 


17. 


Calculamos, inicialmente, o valor de dap: 
dap = V12+(-12 = 42. 


Calculemos dap: 


dao = V(x, — 5)2 + (y, + 2)2. 


Como dap = dag (os lados de um quadrado têm medidas iguais), 
vem: 


V(x, —52+(y,+2)2=V2 => x2+y2- 10x, +46, +27=0 (1) 
Aplicando o teorema de Pitágoras no AABD, vem: dão, = dás + dãp- 
(xo — 42 + (yp +12 =2+ (x, —5)2 + (yo + 2)2 

De onde vem: x, — y, = T,ouseja,x, = yo + 7 (2) 

Substituindo (2) em (1), temos: 

y; +14y,+49+y;- 10(, + 7)+4y +27=0 
ouseja:y5+4y,+3-0>(y=-10Uy=-3)>(x,=60uUx,=4). 
Portanto, D(x>, y2) = D(6, —1) ou D(x,, y5) = (4, —3). 
Analogamente, aplicando o teorema de Pitágoras no AABC, temos: 
dác = das + dec. 

(x —-52+(y+22=2+(x4 —-42+(n +12 > x =y,+5 (3) 
Como dec = (x — 4)2 + (yy + 1)2 = 

gd +y—-84+2y+15=0 (4) 

Substituindo (3) em (4), temos: 
$+24,=0>(y=00uy=-2)>(4=50ux=3) 
Portanto: C(x,, y4) = (5, 0) ou C(x,, y4) = C(3, —2). 


A(1, 2); C(3, —4) 
AC é diagonal do [ JABCD. 


Aplicamos o teorema de Pitágoras no 
AABC. 


2 = do 2 
dãc E dec Ei dg (1) 
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Utilizamos a condição de igualdade das medidas dos lados do 
quadrado: 


dec — dea (2) 
(1) 2 qr pes Pp APrh- Tyr 
2x2+2y2 — 8x+ 4y-—- 10=0 (3) 


(2) Nlx — 3)2 + (y + 4)2 = (x — a)? + (y — 2) 
x—-3y=5 > x=3y+05D (4) 

Substituindo (4) em (3), vem: 

2(9y2 + 30y+ 25) + 2y2- 8(3y+5)+4y-10=0 
y2+2y=0>5(y=00uy=-2D)>(x=5 oux=-—1) 
Portanto, temos os pontos: (5, 0) e (—1, —2). 

Como xp > xp, então B(5, 0) e D(—1, —2). 


19. A(D, 3); B(—1, —3); C(x, 0) 


A XX Y3TXY 


Ff= == = PS E 


CB X2 — X3 yo — Y3 


Utilizando a coordenada y, vem: r= 55 & 1. 


Ro 
22. (4, x B(a, 1) 


A B C(x, y) Dix y) 


é ponto médio de AC. Então: 


RE > 4=—— 
E - S => ponto c(-5 0) 


-1=DDà2 5y-0 


C é ponto médio de BD. Assim: 


3 2 > ponto D(-6, 1) 


2 
O segmento deve ser prolongado até o ponto D(—6, 1). 
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24. M é ponto médio de PR. 
-5+1 


Xu= —s— = —2 
2 3 
> M|-2, > 
241 83 3) 
YM = 2 E 2 
M 
Portanto: dom = y (xo = ul + (yo = ym)? = ç 
1112 221 
=, 2 Sc = DDS 
(5)? + > > / 
25. As diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto 
médio. Assim: E é ponto médio de AC: 
Xx4 + 
gds > > x =0 
y—2 
1=& > > y=4 


Então, C(O, 4). 
E é ponto médio de BD: 


x + 3 
2=E— 5 »w=1 
y»—1 
1 = 5 > y 3 


Então, D(1, 3). 


27. M é ponto médio de AB: 


XT XB 


a > x +tx,=2 


+ 
1-1 os yty=2 


N é ponto médio de BC: 


o-*-Te., xp +txç=0 

3 = ee > ys tYc-—6 AX Ya) 
P é ponto médio de AC: 

Esp DO o xa + Xxç=—4 

p= te, ystycç=4 
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Temos, então, dois sistemas: 


xa + Xp=2 ur Sp 2 
(1) 3 xp + Xo = O e (Djyptyc=6 
Xx+x0c=—4 ysa+tyc=4 
Resolvendo (1), vem: xy, = —1,xp = 3 € x =-—3. 


Resolvendo (2), vem:y, = 0O,yp=2 ey =4. 


Portanto: A(-1, 0), B(3, 2) e C(-3, 4). 


2 1 


30. (5, 5) é baricentro. 


Então G divide AN na razão 2. 


DO ria 
GN 
, 2 
ns 
3 
> =25 x4=2 
2-0 
3 > A(2,0) 
p=a 
A—> 
3 
Za > yyx=0 
3 2 


M é ponto médio de AB, então: 


1º 2+x a 
Ea s= 01 

na > B(-1,4) 
= E yw=4 


N é ponto médio de BC, então: 


—1+ 
pues x =1 
=" (1, =8) 
1º 4+Yy no 
a 
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32. 


34. 


Mé ponto médio de AB, então: 


Clc Yo) 
—4 = te > xg=—4 
dade > B(-4,9) 
B= 4 Yp— O é (o 


Temos, ainda: 
dec = V(xc + 4)2 + (yo — 9) = 10 (1) MC MO bad 
dac = V(xc + 42 + (yo — 32 =8 (2) 
(1)xê + 8xc + 16 + yê — 18yc + 81 = 100 
(2)xê + 8xc + 16 +yê— 6yc + 9 = 64 
Multiplicando (2) por —1 e adicionando membro a membro, vem: 
—12yç + 72 =36 > yc=3 
Substituindo yc = 3 em (2), vem: 
x +8x —-48=0 >x=4 ou x =-12 


Então: C(4, 3) ou C(-12, 3). 


Com a teoria dada até aqui é possível resolver a questão de duas 
maneiras: 


Solução 1 


Calcular as medidas dos quatro lados e verificar se lados opostos 
têm medidas iguais. 
Usando a fórmula da distância, encontramos: 


5 10 (29 
das = V10, — dec= >» do=5º e da=—5 


e constatamos que dag * dep € dec É dpa- 


Solução 2 
Calcular os pontos médios das diagonais e verificar se coincidem. 
Usando a fórmula do ponto médio, encontramos: 


M = o, à) (médio de AC) e N = [é -5) (médio de BD) e 
constatamos que M £ N. 


Conclusão: usando qualquer um dos dois processos, verificamos 
que ABCD não é paralelogramo. 
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Tendo abscissa 3, igual à de B, P só pode- 
rá ser interior ao lado AC. 


Impondo P, A e C colineares, temos: 


3 m 1 
1 2 1)-0edaím=-—1. 
5 4 1 


Chamemos de P(a, b) um ponto da reta AB que é equidistante dos 
eixos cartesianos. P está obrigado às seguintes condições: 


a b 1 
2 3 4-0 |al=[lIb 
| 


e daí vem: 
2a- Tb+17=0(1) e a=+b (2) 


Resolvendo esse sistema, obtemos 


dm Eros 
a=b= 5 0 a=-SG b 
17 417 17 47 
E PONGNiO; (E, “| '; (- a 


fo AU NON) — Equação da reta 


59. 


A reta ÃO é a bissetriz dos quadrantes pares; portanto, ya = —xa. (1) 
do="2 > x+ya=2 (2) 

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem A(-1, 1). 

A reta BO é a bissetriz dos quadrantes ímpares; portanto, yg = Xp. (3) 
do = 212> w+y=8 (4) 

Resolvendo o sistema formado por (3) e (4), vem B(2, 2). 


Portanto, a reta que passa pelos pontos A e B é: 
x—-3y+4=0 
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62. 


64. 


69. 


71. 


Aretar passa pelos pontos (4,0) e (0,2);então,r:x+ 2y—- 4=0. (1) 

Aretas passa pelos pontos (1,0) e (0,4);então,s:4x +y —4=0. (2) 

2 
Vá 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem x = pa ey= 


7 
“Jf4 12 
portanto, rn s = |[-5, 7 )) 


Resolvendo o sistema formado pelas equações de duas retas, temos: 


y = 2 ;- 2403) . 4a 
y=ax+22 2 * Card “a+1 

2(1-a) 4a cl l 
Para que (2-2 E Cad esteja no primeiro quadrante, deve 
mos ter: 
21 - a) 4a 
a+1 A 0d) aaa O É) 


De (f)jvem -1<a=1ede(2)vema=-1ouazo. 
Fazendo a interseção, temos O <a <= 1. 


Escolhemos duas dentre as três equações e calculamos os valores 
de x ey. Tais valores devem satisfazer a terceira equação. 


3x — 3y = —2a .a o 
3%x+3y=4a 2 X232Y748 
[5 a) deve pertencer à reta ax — y = O, então: 


ag-as0=a-32=0»8=00u a=83 


Obs.: Para a = O, o ponto de interseção é (O, O). As três retas são: 
y =x (bissetriz b43); y = —x (bissetriz b54) e y = O (eixo x). 

Para a = 3,0 ponto de interseção é (1, 3). As três retas são: 
x—>y+2=0,x+y-—-4=0€e3x—-y=0 


Consideremos os sistemas de retas, tomadas duas a duas: 


s:3x+2y=5 
=5ey=-5 

tx+2y=-57* e 
ER Ga Aa RPA (a e —. 5+8m 
s:3x+2y=5 4 y 8 
ER a A APPA espe om 
tix+ 2y=-—-5 2 4 
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As três interseções obtidas, sendo vértices de um triângulo, não 
podem ser colineares, então: 


5 —5 1 
5-m 3m+5 q 


-m-5D m-b5B 1 

2 4 

5(m + 15) + Sm + 15) + 2m? + 30m 
8 4 16 

> m2+30m+225%0 > mz-15 


> 0 > 


P(a 3a) P pertence àretay = 3x. 
A Portanto, P(a, 3a). 
Q(b, -b) Q pertence à reta y = —x. 
Portanto, Q(b, —b). 
Como A(—2, 4) é ponto médio de PQ, então: 


«ga ss piea (d) 
q = Sano > 32-b=8 (2) 
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:a = 1 eb = —5. 


Portanto, os pontos são P(1, 3) e Q(—5, 5). 


A pertence à reta y = 2x — 2: A(a, 2a — 2). 


Bpertenceãretay = —x—3:B(b, -b— 3). 

Como P é ponto médio de AB, então: 

3-850 >a+b=6 (1) 

- 2d = 2-b-3 
2 


(O) > 2a-b=5 (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos: 


E ES Ed [Z «de | 

a-39 eb 3º de onde vem AL, 5 e Bl5; 3) 

Para determinar a resposta procurada, podemos considerar 
quaisquer dois pontos entre A, Pe B. 


A equação da reta é: 8x — y — 24 = 0. 
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75. 


76. 


78. 


Aretar: 2x — y + 3 — O pode ser escrita y = 2x + 3. 
O ponto M pertence a r. Então, M(a, 2a + 3). 

O ponto B pertence à bissetriz b54. Então B(b, —b). 
Como M é ponto médio de AB, temos: 


a=212 >» 2a-b=5 (1) 
2343-251 = 4a+b=-2 (2) 
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
a= = e b=-—4. 


Então, o ponto procurado é B(—4, 4). 


r3x-y=05fny=3x 
Cer > C(a, 3a) 


a 


sx-2Y+4=05y=512 

b 
BEs = B(o,D+2) 
Considerando AC = Ea temos: 

CB 2 
X —X 0 1 a+1 1 1 Bee 
Cs 2 fes 2 > 3a b 2 (1) 
PSA A a SAO 2 À sas b=08 0) 
Roy 2 Droga 2 

2 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), resulta:a = 2eb = 8. 
Portanto, o ponto procurado é B(8, 6). 


|. A(xa, 0) 


Il. B(xg, Xp) 

ml AE(AG):x+y-4=0 
Portanto, x + 0O-4=0 >5>x=4 5 A(4,0). 

v.BE(BC):2x-3y+7=0 

2x — 3x + 7=0 

xg=7>B(7,7) 
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Ile IV. 
C é ponto de interseção de AC e BC. 
+yc=4 
E Ye SS m=itgcdetus 
2xc = 3yc == 


Assim, temos: 
dp = DB; da, = 52 = 2/18 e du=4B=210 
Portanto, o perímetro do AABC é: (58 + 2/13 + 342. 


2x—y— 7 =0 > A(2, -3) 
4x-y-—-11=0 
2x—y— 7 =0 > BM, -5) 


10x-3y-25-=0 


4x—y— 11 =0 


> C(4,5) 
10x-3y-25-=0 


DEBC:10x-3y-25=0eD 
tem a mesma abscissa que P. 


Portanto, paraxp = 2 > yp= --. 


P(2, y) étalque ya <y<Yedaí-3<y <->. 


S= die + da + BEM deve ser mínima. 
s=(4-2wa+x5+4)+ (4 +1)+ (x +9) (1) 


Considerando a condição de alinhamento dos pontos A, Be P, 
temos: 


Xp = 3XA — 14 (2) 
Substituindo (2) em (1): 
S = 14xá — 140x, + 406. 


S é mínima para xay = = = 


Portanto, em (2), xp = 1. 
Assim: A(5, 1) e B(1, 3). 
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91. (2x + 3y — 15) + k(Dx — 2y + 29) = 0 
Desenvolvemos e agrupamos os termos semelhantes: 
(2 + Dk)x + (3 — 2k)y + 29k — 15 = 0. 


Como queremos a reta que passa pela origem, 29k — 15 = 0 > 


Substituindo k na equação original, vem 7x + 3y = O. 


93. 3x— 2y —- 6 +kx+2y—-2)=0 (1) 
3x — 3y +4 + Hx + 3y + 1)=0 (2) 
Determinemos o centro do feixe (1): 
Ec > (2,0) 
k=1 >5x—-2=0 
Determinemos o centro do feixe (2): 
mio Ri] 
t=1>x+1=0 3 


Determinando a reta que passa pelos pontos obtidos, estaremos 
obtendo a reta comum aos dois feixes: 


20 1 
41 1 4|-0>x+9-2=0 
3 
x y 1 
94. feixe (1): 


ca] 3 Ra) 

> A , > | m £ —2 
k=1>(2+mx-3=0 2+m' 32 +m) 

feixe (2): 


k=0 > 4X+3y+25=0 


[= 84,3 
k=1 > 6x«<+24=0 


feixe (3): 


elos mt ti A c(l-Doimão 
k=15(m-4y-0 m 
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108. 
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Os pontos A, B, C, centros dos feixes, devem pertencer à mesma 
reta. Pela condição de alinhamento, temos: 


3 10 + 8m 
2+m 32 +m) 
—4 —3 1/=0>m=10um=-q 
1 0 1 
m 


(2 +mx+(3+2m)y — 1=0 
NOS AGA =OL = po, 1) 

m=-2 >5>y+1=0 

Substituindo P(2, —1) na equação do feixe, vem: 
2+m)-2+(3+2m)(-1) -1=4+2m-3-2m -—-1=0, 
YmeR 


(m2? + 6m + 3x -— (2m? + 18m + 2y-3m+2=0 


m=0>3%-2+2=0 |=e(-1.-5) 
m=1 > 10x-22y-1=0 

Substituindo p(-1 4] na equação do feixe, vem: 

(m2 + 6m + 3)(—1) — (2m2 + 18m + 2) 5) 3m+ 2 = 


=-m?-6m-3+m2+9m+1-3m +2=0,YmeER. 


Verificamos, inicialmente, que A É re A És. 
Sejar':3x — 4y + c'= O, talquer'/r e Aer,. 
Então, r': 3x — 4y — 11 = 0. 

Sejas':5x+ 6y+c" =O,talques'/se AES'. 
Então, s': Dx + 6y — 12 = 0. 


tex=tgy > x=y+tkt > x—-y— kr =0,KkEZ 
Nessa equação, o único coeficiente variável é km, o que significa que 
ela é a equação de um feixe de paralelas. 


sen(x-y) =0 >x-y=ktr(KEZ) > 

5 x—-y— kz =0O(kE Z) 

é a equação de um feixe de paralelas, considerando que os coefi- 
cientes a e b são fixos, variando apenas c = —ky (k E Z). 
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109. 


110. 


111. 


114. 


x=10t-2 5 t= 


y=3%> t=> 


XE 
10 


y 
3 


> 3x — 10y + 6 = O (forma geral) > 


> 3x— 10y = —-6 > 


ER 
—2 


ee 1 (forma segmentária) 
5 
3 +11 =x > t= 1 
> —-2x—3y+17=0 (1) 
-2t+D=y > t=12 
—2 
x+2 


2u-—-2=x5 u= 


> x-2y+16=0 (2) 


(+tu=y > u=y—7 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem (—2, 7). 


Rea 
2 
3 


ny. 
us 


=15y=3%X-2 


x=1=1 > t=x+1 


y=3-2 5 t= 


y+2 5 y=3%+1 


3 


Portanto, re s são paralelas e distintas. 


A reta tem equação segmentária + ço = 1, em que pe q são 
variáveis. 
Ji 1 1 1 pk 
Por hipótese, —+—=— 5 q=—— (p*z0ep =zk). 
p p q K q p—K (p p ) 
Substituindo q na equação da reta, vem: 
x y p—k 
—+—— = 1 + =p. 
p pk nfs E SR 
p—k 
Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Fazendo p= 1 > xs (Ey=a (1) 


k 
k 


Fazendo p = 2 = s:x + Jy=2 (2) 


Resolvendo o sistema formado pelas retas re s, vem P(k, k). 


As retas r e s são concorrentes no ponto P(k, k), fixo, no plano 

cartesiano, pois: 

p—«k 
k 


k + “k=p, VpeR*,pHk. 


ONA RND — Teoria angular 


118. B(-2, 12) M é ponto médio de BC: 
xu=1eymu-9 > M(1,9) 
M 
RERRES me 


XM — XA 6 
c(4, 6) 
A(—5, —3) 


131. Inicialmente calculamos: 
3 1 
Mya = > e myp= a 


PO passa por P e é paralela a MN. 


y-1=5 (6-5) > 3x—-2y-13=0 (1) 


MO passa por M e é paralela a NP. 


y-5=-2 6-3) =x+4y-23-0 (2) 


Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: Q(T, 4). 
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132. A(-3,49) ÉEre M(-3,4)éÉs 
nr2x+y—-3=0 > m=—2 


six+ty-—-2=0>5m=-1 


Seja AB // s. Então, (AB):y — 4 = —1(x + 3) 5 x+y—-1=0. 


x+y-—-1=0 


dspegeo Bd) 


pemEnr=| 


Seja AD //r. Então (AD):y -4=-2(x+3) > 2X+y+2=0. 


2x+y +2 =0 


peibns = [21125 


> D(—4,6) 
Como Ber e DES, então necessariamente CE rNs. 


NEAR - c1,1) 


x+y-2=0 


Portanto: B(2, 1), C(1, 1) e D(-4, 6). 


E x—-y=1,sex=y (1) 
133. p-y-se(L, (2) 
dio) = são retas paralelas. 
(2)x—-y +1=0 
3-0 3 a 
145. MNn> 20002 2 M=03 
2 
ny-3=-S(K-2)="2x+3y-13=0 


148. m=2,8Lr>m=-—> 


PESs> siy-1=-5 (+92) > six+ 2y=0 


Obtendo a interseção das retas res, vem: 


E SAB, =d) 


2x — y = 20 
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r m=1,slr>m=-—1 
PQ, 3) PEs>Sy-3=-1(xX-2) > 
> siy=-—x+5 
=x—83 
M Merns > |YT* 
Lls = Mad 


V 


M é ponto médio de PP' > P'(6, —1). 


Como M é ponto médio de OP, vem: (E, +) 


Seja Per bas. 


patio O team) 
Consideremos a bissetriz bia L b54. 
Seja QE b;s Nr. 
DE = des) 
A origem O(0O, 0) é ponto médio de QQ', Q' E bs. 


E de 
fnsDe O os dna gs E a a o(-1 2) 
o Aa de 5" 5 


Então, PQ' = r', simétrica de r em relações a bs4. 


=7 71 

7 7 

Ed aÃ p= = 
5 5 0O> 3X+2y+7=0 
x y 1 
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154, 


155. 


r3x+2y—-6=0 > m=-5 
2 
asir=5am=3 
2 
PEs>sy-2=54-2)5 


> s:2x—-3y+2=0 


b)MeEerns 
a 


= (dá a) 
s:2x—-3y+2=0 


CERREI 


c) M é ponto médio de PQ: 


14. 2+x o 
da 2 "48 (3 e) 
> 0, —=— 
18. 24% =50 Q 13' 13 
13 2 13 
d) P é ponto médio de MR 
14 
da Re é 
p=. >= 
apps So 
18 |, 13' 13 
18 34 
So ia 
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r x— 6y+12=0 

r intercepta o eixo y no ponto P(O, 2). 

r intercepta o eixo x no ponto R(—12, 0). 
) P'(O, —2) é simétrico de P em relação ao eixo x. 


a 
RP' = r' é simétrica de r em relação ao eixo x. 


—12 01 
O -2 1/=0>5F:x+6+12=0 
x y 1 


b) R'(12, 0) é simétrico de R em relação ao eixo y. 


PR' = r" é simétrica de rem relação ao eixo y. 
o 2 1 

12 0 1/-0>5r":x+6—12=0 
x y 1 


c) six+ty-—-9=0 > m=-1 

Seja T(O,9) E sesejatIs,comT Et. 
ty—-9=1-:(x-0) > tix—y+9=0 
tx-y+9=0 (2,8) 


Aeitnr> 
rx— 6y+12=0 


Sendo T ponto médio de AB, B E r”, vem: 


42 
ER di 42 
= 2 > X=5 
42 87 
> Bl 
e . Br 
2 + 


| 


Sendo M(6, 3) E rNs, então MB = r”. 


6 3 4 
42 87 = TR ar = 
Ss 5 1/=0>5r":6x-—-y-—-33=0 
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157. 


158. 


1º) equação de h, tal que h, | BC por A 
gs = > Mha = À 

=, 
Aeh > y+1=1I(x-2) 5 x-y-—-3=0(h,) 


2º) equação de h, tal que h, L AC por B 


4 1 
Mp=>>5 "2 > Me = 
Ceh > y-2=5(K—1) > x—2y+3=0(h 
49 Heh, Nh Nha 
E. = H9,6) 
hp:x— 3y+9=0 


HE >9-2:6+3=0(V 


map = 1 > Mep = —1 
(CD) y=D==1k 2 1jss 
> x+ty—-1=0 


22) (D) = CD N AB 


x+y=1 [5 =] 
5 Di>, — 
e 2". 


dag = V42 + 42 = 442 
+ - V10 [ — Sape = 20 


o ia ala 
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E dep * dep 
4º) | Spco = > 
= (BE 
Né 2 5 2 920 
> Spcp — 8 
(10 
dep = “> 


a SaBC (20 8 


Spcp 9/20 "9 
8 


Obs.: Como dcp é comum aos dois triângulos, bastaria fazer a razão 
entre dap € dpp para obter a razão entre as áreas. 


159. 1 [8 2X +y-1=0 1 A(-1,1) 
six—y—2=0 
2)HEh 1r 
1 
m=—-2 > MN, => 


E! 
y-0=5K+1)5 


> x—-2y+1=0(h,) 


(Bl=h,ns 


(Io = 86,3) 
six—y—2=0 


3) HehIsm=1>m=-l 


y—-0=-1(x+1)>x+y+1=0(h5) 


(O)=mnr = [hextitiTo => 02,-3) 
rn2x+ty—1=0 

4º) t= BC 

5 341 

2 -31/-052X-y-—-7=0 

x y 1 
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161. 


164. 


1) AEÁÂC-reAMO,y)>7:0+y-3-=-05 
5 y=35 40,3) 


2) EEAC-re elx, É) Sets 


2 
o x-d 5 eli -4) 
2 2 «2 


3º) E é ponto médio de AC: 


e > Xc=1 
13 = C(1, —4) 
Es > YJo=-—4 


5º) Be eixo x; B(x, O) 
BE BD > B(4,0) 


6º) E é ponto médio de BD: 


e. = Di=8, =1) 
a AM 
A(O, 3); B(4, 0); C(1, —4); D(-3, —1) 


1º) Sendo BC = m - AB, temos: 
Xc = Xp = m(xp — Xa) e 
Yc— YB= M(yg — Ya) 


e daí 


xc— 0O=m(0-— a) e 
Yc— b=m(b-—oO) 
então, x = —-ma e yc = (m + 1)b. 


2º) As coordenadas do ponto M, médio de AC, são 


x -a+(cma) (Loma,  O+(m+1b (m+1p 
E 2 2 um ç] o, 
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3º) Mas =——> etlaB > m= 


o|o 


Met> ty—-———— = — |x 


(m + 1)b + a - om) 
2 b 


e daí vem: 


t 22x- 2by + bL +M)-aAL— m)=0. 


mm queb== Psp og 
2 2 
reta (AP): 3x + (a— 3)y—- 32 =0 > mp=3>5 
Es 3 
reta (BP): 3x + (b-3)y-3)=0 > ma = 35 


Como as retas AP e BP são perpendiculares, vem: 


Mp=-mo > 9 +30+b)+18=0 (2) 


Substituindo (1) em (2), temos: 


222+32a-9=0 5 2 


Caso (1), a e b=-9,vem: 
(AP):2x-y-3=0 e (BP):x+2y-9=0 
Caso (2),a, = —-3 e bo= 5 vem: 


(AP):x—- 2y+3=0 e (BP): 2x +y-9=0. 


166. 1) ABlxex=3>x%=3> B(3,0) 
= 4 
22m=2e ALr>me=-S 
o e 4 
neÃês (AO)y-1= =) 
x 


e daf(A6)x + 2y- 5 =0 


3) Céainterseção de r com AC, então: 


fia Ei > €(1,2) 
(AG)x + 2y-5=0 
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4) M é ponto médio de OA: 


0+83 3 

XM = Xm = — 

yu = 01 5, yy= LO 2 
2 2 


5) N é ponto médio de BC: 


251 > m=2 
> N(2,1) 
y -22 + =1 


Jc Yp 2-0 + 


e a Loo 
4-L = MN 4 BC 

YN — YMm 2 
mR=>D >—— 1 

XN — Xm 2-3 

2 
167. a) 1) Determinemos as retas AB, BC e AC e seus respectivos 

coeficientes angulares. 

141 ) 
(AB):|-3 6 1 0 =»x+27-9=0 > mg=-5 

xy 1 

-3 6 1 ã 
(Bo):| 0 2 1|=0=>4+3-6=0 > mg=-S 

xy 1 

14 1 
(AG)k|o 2 1]|-0532%-y+2=05>me=?2 

x y 1 


2) Vamos determinar ra, rp € rc tais que: 

Pere rnLBÓPENr e rp LÁC;PENr, e ro 1 ÀB. 
f:y-6-S6-0) > 3x—4y+ 24 =0 
:y-6=-5 (4-0) > x+2y— 12 =0 
iy—6=2(x—-0) > 2x—-y+6=0 
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3) Vamos determinar os pés das perpendiculares: 


3%xX—-4y+24=0 a 48 aa) 
4x +3y—-6=0 


x+2y-12=0 s(É 2) 


(8) = ta 0 BO = | 


(8) = 190.6 = | 


2X-y+2=0 55 
m-uniõ=[2-1+8-0 0 1(-2,28) 
x+2y-9=0 5" 5 


b) Para provar que R, Se T são colineares, podemos fixar a reta 
determinada por S e Te provar que RE ST. 


(ST): 2x — 11y+54=0 


48 114 o = 
2 (58) -a1 (HE) +84 -0 > REST 
168. a) | +y2=1 
x=cosB 
y= sena 


x +sena-1>x=-cosa 
cos2B+y;=1>yp=senp 
Então, temos: 

A(cos a, sen a); B(cos B, sen B) 
C(—cos «a, sen a); D(cos B, —sen B) 


b) M é ponto médio de AB: 


xy — £0S a + cos B 


2 (cos a + cos 6 sena + sen) 
SS M==s tros 
- Sena + senB 2 2 
YJu="———— 
2 
cos B sen a E 
reta PM: cos a + cos B ————+ = 
x y 4 
Rei sra smb.,, PRO COL 4 
, Sen -cos B — sena -cosa Edy 


2 
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ap a+B 
Ee “sena-senp 2 sá 2 cs 2 
PM Ane cas CD alo SAD 
cos a — cos B Some É p sen SB 
- a+B 
= cotg 2 
FO aos tê 
ic ie sena + senB ee Sel 2 E 2 1» 
CD” =esB=-cose CC ink ml 
cos B — cos a RS a RR 
= tg 2+B 
á 2 
Mem mas =—cotg EB go Ê =-1 => PMI CD 
169. Sem perder a generalidade, vamos colocar os dados AB e AD 
respectivamente sobre os eixos Ox e Oy e o ponto A na origem do 
sistema. 
1) reta PD: 
p 01 
O b 1/-0 5 
x y 1 
> bx+ py — pb = 0 
PRPERER , 
PD p 


A(O, 0) B(b, 0) P(p,0) X 


2) reta BC:x=b 


3) = PD 0 BE: [DNA PY BHO efe b(p = by) 


x=b p 

4) reta AE: 
O (0) a 

deal 1|=0>(p-bx-py=0 
x y 1 
5) reta PC: 
p 01 
b b 1]/=-0> bx+(p-—b)y-—pb=0 
x y 1 
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6) n=Znre: (Cas > 
bx+(p-by-pb=0 
p2b pb(p — b) 
= o 
7) Temos: 
Ea: 
á p 
me = JEDYe — bplp>b) plo pb+b? 
e -e P-p+b pb=-b(p?-pb+b?) 
- bo(p>b)  p 
b2(p-b) b 
b —— 
mas ma =(-B)(B)- 1 = PDA BF 
174. NM3,0) e B(10,1) > my == 
175. 
B A 
t =|| EN qe o ois À é obtuso) 
8 TE Qua a tp 
341 
aee EFE | 
B tg B = 
no +17 É 3+1 
EC 343 e 
RR = A 
então: B 6" 
A o as A T 
Portanto: C=m-A-B>C=455. 
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179. t Comores são coplanares, a < , 
N entãoa + B =. 
siso ; A reta t forma com r um ângulo 
E é T 
2“ +B ouseja, um ângulo y = +. 
o 2 
A Os ângulos formados pelas retas t 
a es são: 
1 
' T T 
hz d4=5 —a e do => +a. 
N 2 2 
1 
183. 1º) Verificamos que A É r e A És, Ê 
pois suas coordenadas não satisfazem 
as equações dadas. Suponhamos que s 
r contém a altura h, e s contém a D 
bissetriz sç do triângulo ABC, conforme 
indica a figura. 
A c 


2º) Equação da reta ÃG: 


mpi m=s 


Ed 
4 3 


Aedi>y-4=-5(x+2) > (A6)4x+3y-4=0 


3º) Vértice C, interseção de AG com s: 


o 


5 x=-Dey=-8 > C(-5,8) 
2x — y + 18 = O(s) 


4º) Equação da reta BC: 
s é bissetriz, então AÔD = DÊB e daí: 


AR A Mac — Mep | | Mbe — Meg 
tg ACD = tg DCB = E É Mace o GRE 
4 
—)—2 
= 3) 2 — mes 
= 1+2-mep > Meg = O 


cebêsy-s=-ox+5)> (B60)y-8=0 
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5º) Vértice B, interseção de BC com r: 


Ea 


> x=-9ey=8 > B(-9,8) 
3x — 4y +59 = 0 (r) 


6º) Equação da reta AB: 


xy 1 
-2 4 1 
-9 8 1 


=05 (1B)4x+7y-20=0 


1) Consideremos o AOAB retângulo e suponhamos A(a, 0) e B(O, b) 
coma = b. 


2) Equação da reta AD: 


mg --> e ADLÃB 5 


a 
+ Moo E 


AEAD 5 y-0=S(K-a)> 
= (AD)ax-by-a2=0. 


3) Equação da reta BD: 


b 

=» = ma — mas = — mB 

ABD = 45º > 1g46p | TETE = —& =1 
1 + Mag * Map 1-2. ma 
a 
e daí ms = a E a (outra possibilidade deve ser descartada, pois 
ET a-—b 

BEBD > y-b= (x— 0) > 


a+b 
> (BD)(a-bx-(a+by+bla+b)=0 
4) Coordenadas de D, interseção de AD com BD: 
Pa de 
(BD) (a — b)x — (a + b)y = —b(a + b) 
edaix=a+bey=-a. 
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185. 


5) Coordenadas de E, médio de BD: 


-O+(a+b) a+b -b+a 
2 2 Ya 


XE 


e assim OE = bia. 


y Vamos supor: 
vo  A=(0,0) 
D(O, 0) B = (b,0) 
C=(b,c) 
D=(0,c) 


A(O, 0) B(b, 0) x 


(AE) a (BD) e (CF) NE (BD). Então, sendo mp = Ri 

mz = mes 2, ou seja, AE//CF (1) 

Determinemos os pontos E e F: 

Por determinante: (BD): cx + by — be = 0, 

(E) = AE N BD 

(AE): y — O = myg(x — 0) > (RE) bx — cy = 0 

bc? b2c 


Fazendo a interseção das retas, vem: E[|>— ss... —>—s 
' Iv pão 


(F) = CF n BD 
(CF):y-c=ma(x-b) > (CHbx-cy+ce2-b2=0 


: E bê cê 
Fazendo a interseção das retas, vem: F| >——s, >——s |. 
i ' ç ' (is ma) 
Então: 
b2e c 
2 2 c3 
ma = bé + c = 
bc? b 
prob ES RÉ 
a > mãa= mg > CE //AF (2) 
[o 
poe pe 
mar = pê o p 
pro O 


De (1) e (2) vem: AECF é paralelogramo. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


186. Os pontos B(O, y), C(1, 2) e A(x, 0) são colineares, então: 


anjo y 4 =" 
1 2 1=0>2X+(1-x=0>y="7 
x 0 1 
2x 12 xixº — 2x + 5 
O  [ nv is E 
2)4 5) + (—x) E] 
b) Parax=2 5 y=45 A(2,0)e B(0,4) 
2-0 
mc=10072 
Mk 
mE=>"25> Mp5 
1 
dE 142.4) 4 
2 


O A RONNA — Distância de ponto a reta 


193. Temos mag = Maj = então AB e CD são bases. 


ES 
Tá , 
Determinemos, por exemplo, a reta r suporte do lado CD. 
-9 0 1 

52 1/-05x-7y+9=0 

xy 1 


q = E TESS | 292 
fa Vi +49 10 


194. Calculemos a distância de P(O, 0) à reta r: 


5 
A 


Essa distância é o lado do quadrado. 


dp,r = 


Área =42 > Área=5 
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197. 


200. 


212. 


218. 


SejaPery=2x+15> P(x,2x+ 1). 


E dt 
Então, d =| == sT|-— 
ne V32 + 22 
3x — 2(x + el 
dp [PCT |-o sx=-1+213 
Ps 13 


Parax=-1+2/13>y=-1+4135P(-1+2/13;-1+ 4413). 
Parax=-1-2/13>y=-1-4135P(-1-2/13;-1- 4413). 


4 
m=-4 > M=3. emqueslr 


4 


Então sy = (K-x)= 44-34 +30 > 


> 4x—- 3y +c=0O(s) 


; 4:2-3-0+c 
Assim, dps = CAMGEo =4, 
8+c 


=4 5 c=12 ou c--28€e daí 


5 
s:4x-— 3y + 12 = 0 ous:4x — 3y — 28 = 0. 


A interseção da reta r:x +y — 2 = O como eixo x é o ponto B(2, 0). 
Como C pertence à reta r, então C(x, —x + 2). 


o —1 1 
x -—x+2 1 


Seja = |Dago = 12 > |-3%%+6]=24 > x=-60ux= 10 


Sendo x = —6, vemy =8 > C(-6,8). 
Sendo x = 10, vem y = —8 > C(10, —8). 


Sendo Ce (ny =x+ 1, então C(x, x + 1). 


Sendo A(1, 0), então ma = E adox=d 
Portanto, C(3, 4). 
101 
Então, Dec =|-1 O 1]=-8 
34 1 
1 1 
= > |Dagcl 2 I-8|=4 
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214. Il. Temos A(3, —2), B(4, —1) e C(a, b); então: 
3-2 1 
a b 1 


S=2> Daec|j=-4>|I-a+b+5]=4 (1) 


Il. O baricentro do triângulo ABC é efisa, 8) e está na 


reta 2x — y + 3 = O; então: 
271 +a) -3+b 


3 3 
Ill. Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: 
(a=-27 e b=-28) ou (a = -35 e b = —44). 


+3=0 e daíZa-b+26=0 (2) 


Portanto: C(—27, —28) ou C(—35, —44). 


O) 


3 
215. reta BC: |-1 O =0> 3%-y+3=05 
y 


x 


RRAR 


>MEBC > Mx, 3x + 3) 


1 
Samc = 5 |Davc| 
2 


2 4 ah > Samc = |4x + 4] 
Damc = x 3x+3 1 =8x+8 
=1 0 1 


1 
Sans = 5 |Dame| 
2 


2 1 1 = Same = | 4x] 
Dap=| * + L)=Bx 
(0) 3 1 
SM À BA A gu nocÊ 
Saus 4 x 47 *205 58 
4 3 4 3 
Sendox= -Sy=5 > MS 5) 


5' 5 
Ea o 
Sendo x = ERR Am 15 M 3" 
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217. 


218. 


219. 


Vamos supor A = (0,0), B- (a,0)e C = (b, c), então M = (5 0), 


2 

Temos: 

o 01 

a ac 
Davc =| 5 O 1|= > 

b c 1 

a 01 

a ac 
Demc — 2 O 1|= a 

b c 1 
então: 

ac 


Vamos supor A = (0,0),B = (a, 0) e C = (b, c); então, temos: 


(a e (atb c 
n=(Dojn=(E52.5)e 


(bo e 
P=(5:5) 
(0) (0) ak 
Dasc=| à 0 1|=ac 
b c 1 
a o 1 
2 
a+b c ac 
Dmw=| 2º 2 1-4 
BL. q 
2 2 
então Saso = É = S=4 ME 
2 3 
m=>3 eslr>m=05 
= ) 3 
A equação des é: y — yo = > ix Xo) 


3x+2y-(2y+3x)=0 > 3%X+2y-c=0 
1 ——— 


Cc 
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yY=X cc 

nb alS, = 

E a RR E 5) 
y=—x 

sNbay > => B(c, —c 

di o gi 


1 
Soas = 2 |Dose| = 20 


o 041 
c c 202 (> 
ds=|5 5 1-205] 
Cc =ç dl 
2 
> So => *|-=20 »c=+10 


Portanto: s:3x + 2y — 10 = O ou s:3x+ 2y+ 10 = 0. 


1) área do AOAB = dase 1 altura = id 


área do AOAB = 2, vem ab = 4. 


220. 


2) pela condição de alinhamento dos 
pontos AP e B, vem: 


O b 41 
a O 1]|-0>5ab-a+b 
1 1 41 


3) Como ab=4 e a+b=4,aeb são as raízes da equação 
qa2-44+4=0>50=2,o0usejaa=b=2. 


o 2 1 
4) reta procurada:| 2 O 1|=05x+y-2=0 
x y 1 
221. 1) r; na forma paramétrica 
x=-2 + 
y=2+2À 


deve ser transformada para a forma geral: 
15:2x— y+ 6=0. 

2) forma geral da reta r que passa pelo 
ponto (1,3) > y-3=m(x-—1) > 

> ()mx-y+3-m=0 
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mx—-y+3-m=0 — 
3) Seja (Pj= "01: | o - P(2 13) 
yY= 


o ota em 6) 


Sea Q)="Ntilo V56.0 m=D" = 


4) A deve ser o ponto médio de PQ, pois A E PQ e dap = dao; então: 


m-—1 m+3 8m — 6 
RE je O = 
m m — 2 m-—2 
Dm =1e-————— =3 
2 
= 2 aê 1 E 
A solução para essas duas equações é m = —2 * então 


1 
Ry=3= = (X— 1) ou ainda nrx+2y-7=0. 
1 
5) Para m = E temos P(3, 2) e O(—1, 4). 


A interseção der, er, é R(—2, 2). 


321 
Dpor = —-1 41 =10 > Spor= 5 
—-2 21 
240. Estabelecemos as equações das bissetrizes: 


4x + 3y , Ox+rsy+1 = 


V16+9  vV364+64 


:14x+ 14y+1= 
ex tera ta +1=0 > [É a 


t:2x—-2y—-1=0 
Sendo r: 4x + 3y = O, então P(0, 0) E r. 
Calculemos as distâncias de PE r às bissetrizes t, e t;: 


a. e [14:0+14-0 +14] 2 
o, 1424142; | 


28 
=> dp, < dp, 
q = (220=2:0=1. 42 
Rs V22+ 22 4 


Portanto, ty: 14x + 14y + 1 = O é a bissetriz do ângulo agudo. 
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241. As equações das bissetrizes são: 
3x +4y+1 E 3x— 4y 1. 
V2+42 2442 


t:x=0 
3x +4y+1+(3x —4y — 1)=05 . 


Tomemos P(1, —1) E r 
Calculando as distâncias dp +, e dp, +,, vem: 


mu = Hal lyal= 4 


mae 


Então, a bissetriz do ângulo agudo é t,;: 4y + 1 = 0. 


= dp, t, < dp, 


243. c(5, —4) 1) retas: 


6341 
AB:|1 1 1]|-0>52x-5y+3=0 
i 


B(1,1) q 


BC:|jl 1 1]/-0>5x+4y-9=0 
y 1 


2) bissetrizes: 
2X +83 gre a.. 
4425 — V25+16. 

ty: (2/41 + 5V29)x + (-5V41 + 4N29)y + (3/41 — 9429) = 0 
to: (2/41 — 5V29)x + (-5V41 — 4/29)y + (3/41 + 929) = 0 
3) Seja E, = (241 + 5V29)x + (-5V41 + 4429)y + (3/41 — 9/29) 
Calculando E, nos pontos Ae C, vem: 

= 33/29 

= 33/41 


Como E;(A) e E,(C) têm sinais iguais, A e C estão no mesmo semi- 
plano em relação a tá. 


Portanto, to: (2/41 — 5V29)x — (5/41 + 4/29)y + (3/41 + 
+ 9429) = O é a bissetriz interna do triângulo ABC, por B. 
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244. 


245. 


1) retas PM e PN 


-5 21 
PM:| 0 0 1|=-0>2x+5y-0 
xy 1 
-2 5 1 
PN:| 0 0 1]=0>5x+2y=0 
xy 1 
2) bissetrizes: 
2X + XI t:x+y=0 
V4+25 v25+4 t:x—y=0 


3) Sendo E, =x +y=0 = | 


E(M)=—3 
E(N)=3 


Como E,(M) e E,(N) têm sinais contrários, ty: x + y = O é bissetriz 
interna, por P, do triângulo MNP. 


-5 2 1 


4) retaMN:|-2 5 1|=0>x-y+7=0 


A(1, —2) 


xy 1 


O incentro |, centro da circunferência ins- 
crita no triângulo, é o ponto de interseção 
das bissetrizes internas do triângulo. 


1) retas: 
4 -21 
BC: |1 1[=-0>4x+3y-10=0 
B(4, —2) X y1 
4 -24 
AB:|1 -2 1|=0>y+2=0 
x y 1 
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À 4x +3y-10 ,y+2 
2) bissetrizes: —===— | -=05 
V16+9 V12 

t:x+2y=0 

t:2x—y— 10=0 


EA) = —6 
3) Seja E;=2x—-y-—-10=0> > 
Es(C) = —10 
= t4:x+ 2y= O éa bissetriz interna. 
1 241 
4) reta ÃG:|1 —-2 1|=0>5x-1=0 
X y 1 


reta BC: 4x + 3y— 10=0 
H= 1, xp J0 


5) bissetrizes: E 0 > 
NEI (16+9 
ta: 3x+y— D=0 
ux—3y+5D=0 
Es(A) = —4 
6) Seja E;=3x+ty— 5 > 
Es(B) = 5 
> t:3x+y— D= 0 éa bissetriz interna. 
. x+2y=0 
7) incentro = (= Nts: > (2, —1) 
3x +y=5 
247. 1) Por determinante, obtemos as equações das retas suportes dos 


lados AB, BC e AC. 
AB: 5x — 12y-21=0 
AC: 15x —- 8/+21=0 
BC: 5x+2y-49=0 
2) Vamos determinar as bissetrizes de À: 
ox — 12y-21 , 15x — 8y +21 E 
V25+144 V225+64 
Lt: 70x— 7T7y—21=0 
t;: 11x + 10y + 63 = 0 
Fazendo E = 11x + 10y + 63, calculamos E(B) e E(C): 
E(B) = 182 >0 


> 4: 70x — 77y — 21 = O é a bissetriz interna. 
E(C) = 238 >0 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


Ss 1S1= tn BO 
70x- 77y-21=0 s (68 es) 
ego 
5x+2y-49=0 105' 105 


105 E 105 


105 iá 105 


763 do) = dos) 144221 


4) das = = 15 


ONA) — Circunferências 


256. 


257. 


259. 


261. 


D E 3 5 
o in 105 d-D-s)= (5.5) 


O ponto C4(x4, y1), simétrico de C em relação ao eixo das ordenadas, 
3.5 

ea(-5,5) > D-3e E=-5. 

Portanto:x2+y2+3x— 5y—-7=0. 


D E 
2+y2+2x+4y="º e EE E)- 1, —2 
x y x y=" 5 DA DA ( ) 
Para obter o simétrico O' da origem O em relação a C(—1, —2), veri- 
ficamos que C é ponto médio de OO". Assim, vem: 


+x 

CX dox-- 

E) O(-2, —4) 
> =-25y'=—4 


(x—-42 +(y + 3) = 1 tem centro C(4, —3)eraior = 1. 


A ordenada máxima obtém-se partindo da ordenada do centro e adi- 
cionando o raio: ymáx = (—-3) + 1 = —2, 


Portanto, o ponto é (4, —2). 


1º) mx? +y2 + 10x — 8y + k = 0 

a) ComoB =1,entãoA -B=-m=1. 

b) D2+E2 -4A4F>0 > 100+64 —-4mk>0 > k<41 

2º) mx + 2y2+24x+24y —-k=0 

a) A-B> m=2 

b) D2+E2-4AF>0=>576+ 576 —- 4m(-k)>0>5k> —144 
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3º) 4x2 + my? — 4x + 3k = 0 
a) A=B> m=4 


D) D2 +E2-4AF>0 > 1640 -4:4:3k>0 5 k< 


36x + ay? + bxyy + 24x — 12y + c=0 

A=BzO > a=36 

b=0 

D2+E2 -4AF>0 > 242+(-122 -4:36:0c>0 5 c<5 


x +y2-mx-ny+p=0 


O centro deve pertencer às bissetrizes b43 ou b54. Então, 


m=n*0o0um=-nz0>|m|=|n[%0. 

O raio deve ser igual às ordenadas do centro cflem, Ienh), 
D2+E2-4AF m 

EE A => m?=4p. 


4A2 


x+y2—- ax— by + c= O é tangente ao eixo dos x se a ordenada y 
do centro tiver o mesmo valor do raio. 


cf >)  D2+E2-4AF  a2+b2-4c pb? a? 


— 5 c=>— 


EE ITR e pi Fi Fi 


oraioér= 12.1 (emque ( = daB). 
Verificamos que há duas possibilida- 
des para o centro (P ou P'), em que: 
P(4,3) > (x-42+(y-32=1 
P(3,29)> (x-32+(y-22=1 
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280. 


281. 


A=((x,y)|x2+y2 <4) é o círculo de 
centro (0, 0) e raio 2. 
B=((x,y)|x-y=k) é o semiplano 
situado acima da reta y =x — k. À 
figura indica a posição da reta para 
k = 242 (reta tangente ao círculo). 
Sek>2v2,aretay=x-k será 
paralela à tangente e abaixo desta. 


Então, ACB o k> 242. 


A= (x, y |x2+y2 — 4x + 10y+ 25 < 0) é o círculo de centro (2, —5) 
eraior=2. 
B = (x, y) | 3x + 4y = k) é o semiplano situado abaixo da reta 
3x + 4y =k. 


Notemos que, variando k, essa reta se desloca no plano, mas tendo 
sempre coeficiente angular + Determinemos k para que a reta 
3x + 4y = k fique tangente ao círculo dado: 

3(2) + 4(—5D) — k 

do dat» > k=-24 ou k=—4, 


Notemos que, se k > —4, a reta será exterior ao círculo e o semipla- 
no abaixo dela conterá o círculo. 


Notemos que, se k < —24, a reta será exterior ao círculo e o semipla- 
no abaixo dela será disjunto com o círculo. Então: 


a)k=-4 b) k<—24 
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K+29+7=05y=-5 -— (1) 
x +y2+2x+4y-8=0 (2) 
Substituindo (1) em (2), vem: 

xX +2x-3=0 5 x=1 0uux=-83. 
Parax=1,y=-5 > P(1,-5). 


Parax=-3,y=1> Q-3,1). 


288. O sistema 
(x-32+y2=25 (1) 
Ê =k (2) 
deverá admitir duas soluções distintas. 
Substituindo (2) em (1), vem: 
y2=25-—-(kKk-3)2 = -kK + 6k + 16. 


Então, devemos ter: 
—kK + 6kKk + 16>0, ouseja, -2<k<8, 


298. Q 1) Vamos obter os pontos P e Q, interseção da 
R> reta r com a circunferência (A) 
3 19 
(73x — 4y +19 =0>5y a a (1) 


(A) (x — 1)2 + (y + 22 = 100 (2) 


E Substituindo (1) em (2), vem: 


5x2+26x-—-171=0 > «=D oux=-9. 


paras = 12 1, y = 38 2, p(19, 38) 
a 5º 5/ 
Parax=-9 5 y=-25 0(-9, —2). 


2) Seja M o ponto médio de PQ: 


19 
' a 
Ega a 
2 5 -48 14) 
38 , = mf 5' 5 
5 — 4 
Ym = 2 E 
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Vamos passar porM a retas | r.Comom, = e temos ms -—— 
a 4 2 
Então: (sS)y — yMm=Ms(X—Xxu) > Yy= E É (3). 
3) Vamos obter os pontos R, e Rs, interseção da reta s com a circun- 
ferência A. 
4 2 
y=——x—> (3 
pesado) 


x (x-12+(y+2)2 =200 (2) 


Substituindo (3) em (2), vem:x2—- 2x —- 35 =0 > x=7oux=-5. 
Parax=/7 > y=-10 5 RT, —10). 
Parax=-D > y=6 > R(—5D,6). 


4) Spor, = > | Dpgr | 


—9 -2 1 
19 38 > Spor, = 128 
Dpor, E [toi SS. 1 = —256 
5 5 
7 —-10 1 
1 
Spor, = 3 |Dror,| 
—9 —-2 41 
19 38 > popa SE 
D =| O SS. = 64 
PQR2 
5 5 
—5 6 1 


299. 41) Centro de (1): C(3, —1) 
2)r:2x+ty—-6=0 > m =-—2 
h: hipotenusa; h//r > m, = — 
C(3,-1) Eh 
3) hna 
hiy=-—-2x+5 
a us sá 
> x=4 oux=2 
Parax=2,y=1> A2,1). 
Parax=4,y=-3 5 B(4, —3). 


o y=-mes 


xX—-6x+8=0 > 
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4) iai =D 


A(2, 1) E k 
ko (cateto) //s:x— 6=0 5 x=-4=0 
B(4, —3) E ks 
5) k NA 
k:ix—2=0 2 

+2y-3=0 
Po uma i o 


> y=1 ouy=-3 
pontos A(2, 1) e D(2, —3) 


6) k NA 
Ro > y+2y-3=0> 
N:x2+y2—- 6x+2y+5=0 


> y=1 ouy=-3 

pontos B(4, —3) e E(4, 1) 

Portanto: AABD: A(2, 1); B(4, —3) e D(2, —3) 
AABE: A(2, 1); B(4, —-3) e E(4, 1) 


; ae 3 . 
300. 1) A circunferência dada tem centro o(o. E eraio r = 
2) O triângulo procurado, por ter um lado paralelo ao eixo x e ou- 
tro paralelo ao eixo y, é retângulo e, portanto, um de seus lados 
: 3 z 
(a hipotenusa) passa pelo centro o(o. 5) A reta s, que contém a 
: E 3 3 a E 
hipotenusa, tem equação y — a = E (x — O), pois s é paralela à 
3 
reta dada, cujo declive é 2 
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3) Ainterseção des:3x+2y-3=0comhA:x2+y2-3y-1=0 
são os pontos A(—1,3) e €(1, 0). 


4) O outro vértice do triângulo é B = (xa, Yo) = (—1, 0) ou 
B'=(Xo ya) = (1,3). 
5) Área 
1 1 
Sasc — Sapo = —"|D =—-6=3 
ABC AB'C 2 | acl 2 


302. 19h: > C0,0);r=4 
Ni >C(-3,2r=3 


+r'= 
ja > r—r<d<rA+r' (secantes) 


29)h: > cfo, 5) r=1 


N> co, 5) ro = E 


d = O (concêntricas) 
391: > €(0,0); r= 3/2 
x: > C(-10,5)r' = 2 


+r' =2 +32 
d= 545 < UIT A 2 > d>rA+r' (exteriores) 


491: > 0(2,3); r=1 

N:> C(-2,0)r' =4 

d=5=r+r' (tangentes exteriormente) 

59jA: > C0,0);r=9 

N:> C(3, —4)r' =4 

d=5 LC já ) E - > d=r-—r' (tangentes interiormente) 


e Py = + 2y+ 16 = =1);r= 
aos. 1) NX y2-10x+2y+16=0 > €5,-1);r AE 


N:x2+y2—- 8x+4y+16=0 5 C(4,-2D);r' =2 
> r>r 

2) Fazendo À — N, vem: x+y=0 > y=—x (1) 
Substituindo (1) em à, temos: 

xX-6x+8=0 5 x=4 oux=2. 
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Parax=4,y=-—-4 5 A(4, —4). 
Parax=2,y=-25> B(2, —2). 
4-4 1 


a z = = Observe que esta foi 
RIoRSEMADE ES mo Os x+y=0( qe obtida em Ha, 
x y 1 
5-1] 40 
4) do as = 5 = — 242 


306. x2+y2+4x-6y=05C'(-2,3);r=v13 
d=dee=N(2+22+(-1-32=442 
Há duas hipóteses para a tangência de circunferências: 


|) tangentes exteriormente: d=r+r' 
dec = 412 > V13 +1=442 > 1= 42 -413 
Então: (x — 2)2 + (y + 12 = (42 — 13)? 
Il) tangentes interiormente: d = |r — r'| 
NB -]=42 5 
—V13 —- 1r= 42 > 1=13 — 4/2 < 0 (rejeitado) 


> | OU 


13 -r=-4/2 > 1=42 +13 
Então: (x — 22 + (y + 12 = (4N2 + 13)”. 
307. 1)G:x2+y2+6x-1=0 
Co:x2+y2-2x-1=0 > 051,0) 
2) Vamos obter o ponto Q tal que (Q) = C N Cs. 
Fazendo C, — Co, vem:x=0ey=+1 > A(O, —1)e Q(0, 1). 


3) Determinemos a reta 00»: 
=0>y=—x+1 


4) (Pj=00, NC, 


ana 
C:x2+y2+6x—-1=0 


Então, parax=0,y=1>50(0,1)eparax=-2,y=3>5P(-2,3). 


> x2+2x=0 > x=00ux=-2 
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ANA — Problemas sobre circunferências 


. v2 2 — = = — “r= 
nas: Ra +y2-4x-6y-3=0 50(2,3);r=4 
Siy=x>x—y=0 
feixet/sétix—-y+c=0 
Aplicando a fórmula ae = r, vem: 
VAZ+p2 | tem 
c—1 
= =45 c=42+1 
V2 
Estas 
1 +41 na y 
C— 
=-4>5c=-4/2+1 
V2 


Portanto: t:x— y + 4/2 +1=0 
tix-y-4/2+1=0 


NX +y2-2X+2y=0>0(1,-1);r=N2 


310. I 
six=-y 5 x+ty=05m=-—1l 
feixetis>tx—y+c=0 


Aplicando a fórmula, vem: 
c+2 


V2 
Portanto, t:x— y=0;tpix—y—-4=0. 


=/2 5 c=00uc=-4 


NX +y+2x-2y-34=0>50(-1,1);n=6 
311. 1º) X+3-0 5 m = 


0=90º > tlr>feixeti3x-y+c=0 


Sid) 16 
do = ES =6 = c=4+6v10 


t3x—y+4+6/10=0 
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1x2 +y2+2y-24=0>00,-1);n=5 
+ 


2º) nx-27=0 => m=—— 


0=90º > tlr>feixeti2x+y+c=0 


t2xX+y+1+5/5 =0 
Xx2+y2=49 5 0(0,0);n =7 

S)irax+y-3=05m=-4 
0=45º >tg0=1 


Devemos inicialmente obter m, para definir a equação do feixe. 


m,—m -—4 -—-m 
ts0=tg45º =1=|—L + —> ——+=15 
E S [a 1 + 4m, 

5 3 
ii 


5 
Então, :y — Yo ="3 X—Xo) > Dbx—-3y+c=0 


b:y—yo = = X) > 3x+Dy +c=0 

do, = e =75 |cl=7N3 > c=4N3 5 
> 4:Dx—3y+7N34 =0 

dou =" =7 = lol=N34 5 c=+N34 5 


> t:3x+Dy+t7vN34 = 0 


À: x? + yº = 100 => O(0, 0); 1, = 10 
312. nry=2x> m=2 

s/r>m=m=2>y=2xX+0e>2x-y+c=0(s) 
Da figura, temos:a2=12- 82 > a=6. 
Impondo a condição do, s = a, vem: 
2:0-0+c 
Er 
s:2x-y+6/5=0 


[=6=0=+515 
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314. NX+y=25> 00,0) 


— O X 
figos DDD paço 


Xo — O Xo Yo 
equação da reta tangente por (xo, Yo): 


Za. 
Yo 
Como (xo, Yo) EA, vemtixx +yoy —12=0. 


x — xo) e daí xx + yoy — (xô + yo) =0 


e (im 


C:x+y2+2ay=0 > 0(0,-a);r=a(a>o0) 
315. a) 1º) | feixe de retas por P(1,0):y — 0 =m(x — à) ou ainda 
mx—-y—mi=0 (1) 


2º) Como dop = VA? + a? > a, temos duas soluções. 
Aplicando a fórmula da distância de ponto a reta, vem: 
m-0—(-a) - mA 22h 


Re =05M=207 (2)oum = O (3) 
3º) Substituindo (2) em (1), temos: 
— 2aÃ Za. 
204 nd AR q =0. 


Substituindo (3) em (1), temos: 
t: Ox —y — 0)=0 > y=0. 


4º) Calculando as interseções C, Ntye C, N t,, vem: 
22º —29h? 
Ra O qa 
Al 2a?  —2ax? 
Nº a? Nº dra? 
CG Nt>x=05>B(0,0). 


CNn4sx= 


b) O ponto Q com ordenada À pertence à reta x + a — O, portanto 
tem abscissa —a: Q(—a, À). 
Provemos que os pontos A, Be Q são colineares: 


282x —2912 
Meta” Ada” — 2a2x 2022 
0) 0 1 N2+ a? N2+a? 
—a À 1 
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xX2 +y2+4x-8y-5=0> 0-2,4);r=5 


y=0> P1,0) 
Parax=1 >y-8y=-0 >:ou 


y=8 > 0(1,8) 
P(1,0) andas RO E 
C(—2, o > ty Yo — yo—b (x Xo) 
=2i== 
y-0=50q 4-1)= 8-4y-3=0 


sas fo ty-s-Edo-y=a+4y-35-0 


Ro. > C(1,3)er=V5 

M2x+y+5D) +ux+y+1)=0 > P(—4, 3)é0 centro do feixe 
de retas concorrentes. 

Uma reta do feixe éy — 3 =m(x + 4) ouaindamx —y + 4m + 3 = 0. 
Aplicando a fórmula da distância de ponto a reta, temos: 

| m:1-3+4m+83 


nn de 


Portanto, 


NIH 


[=N5=m=+ 


1 1 
&x-y+afi)+3-05x-29+10-0 


1 4 
-Su-y+a(-S)+3-05x+2-2-0 


Ax2+y2+2y=0>500,-1),r=1 


3x— y=0 


Centro do feixe: | 
x+y=4 


> P(1,3) exteriora À = 2 soluções 


Considerando que xp = 1,xc = O er = 1, então uma das tangentes 
t:éaretax=1outyix-—-1=0. 


Calculando a outra tangente, temos y — 3 = m(x — 1) ou ainda 
mx—-y+3-m=0. 


Então, vem: 

m:0+1+3-m 15 

> > — |=15m=>- > 15x—- 8y+9=0(t). 
mê + 1 8 : e 
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319. 


320. 


321. 


12 +y9+2y-2=0>€0,-1)r=3 
dpo = “10 >r > Pé exterior a À 
Então, feixe de retas por P:mx — y — 3m = 0, 


Como as retas devem ser externas, a distância do centro C(O, —1) 
às retas deve ser maior que o raio. 


m-0+1-3m 33-21 aim E 
Amro 6 6 


M:XZ+y2-6x+29+9=0>0,/(3,-1);n=1 
Ao: xX2 +y2+4x—-8y4+19=0 > 042,4); =1 


[= =m< 


1º) Verifica-se que x = O é uma das retas; 


2º) as demais pertencem ao feixe y = mx. 
Então, t;mx — y = 0. 


3 

(1)4m2 +3m>0 5 ns = oum>0 
—8 — 19 —8 + 19 
— > oum>——— 

3 3 
Fazendo a interseção das soluções de (1) e (2), vem: 
—8 — 19 —-8 +19 
E RR ou = ER < 


(2) 8m? + 16m +15>0 5 m< 


3 
m < np Ou 


NX +y2+D5x+8y+a=05> o(-> -4) 
PQ = 9, sendo P(xp, 0) e Q(xg, 0). 


M é ponto médio de PQ, u(-> 0) 


5 9 
Então: Xp = 5 to 5 X%=2 


2 
Xo = ao > Xq=—7 
Q 2 2 Q 
Portanto, P(2, 0) e Q(—7, 0). 
Substituindo qualquer dos pontos (P ou Q) em à, obtém-se a = — 14. 
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322. N(-D2+(y-52=5 > 0(5,5))1A=5 
Aplicando o teorema de Pitágoras no ABMC, temos: 


(2 TND 
2=>|—| +22 =—— 
É (5) dd 17 


Assim, vamos impor que a distância do centro Caàretas:mx — y = O 


seja a: 

|5m-5|. 7N5 
des= [>> = >> 5 18m? - 85m+18=0 
cs JmerIo d7 ? 


>m=2 ou = 
9 2 


Portanto: 2x — 9y = O ou 9x — 2y = 0, 


323. 1) A:(x-42+(y+32=9 > 
5 C(4, -3)er=3 
P2,1)€(s) > 
> simx—-y+1-2m=0 
P(2,1) EA 
2º) Aplicando o teorema de Pitágoras no 
APQC: 


2 (1 2 
Pta +aí>a=2. 


— |4m+3+1 —-2m] 


2m +4 
3%) des = e a EO | ar 


mr 1 mir 
= 16m+12-05m=-D 5 3%+4/-10-0 


= 


4º) Aoutra solução éx 2 > x-—-2=0. 
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324. 


D)r3x+y=0>m=—3 


S:y— Yo = Me(X — 


bo) o E E 
P(O, 2) E (s) | y=2 ms(x— 0) > s:mx —y+2 =0 


MT Ms 


1 
=> ms = —— (rejeitado) ou m, = 2 
1 + mm, á 2 (re) á 


gas =1= | 


.S:2x—y+2=0 

2) Q(xy, Yo) ES => Q(xg, 2xq + 2) 

do = Vx + (2x) + 2— 22 = 5 > xo=t1 
Parax=1>y=4> 01,4). 

Paraxy=-1>y=0 > 0(-1,0). 

3) Os pontos P(0, 2) e Q(1, 4) pertencem à circunferência As. 


Os pontos P(O, 2) e Q(—1, O) pertencem à circunferência As. 

Além disso, a reta r: 3x + y = O contém o diâmetro da circunferência 
(A OU À5); portanto, C(xc, Yc) é tal que yc = —3Xc. 

4) Considerando a equação genérica da circunferência, vem: 

A: (x— xo)2 + (y — yo)? = 12 

19)P(0,2)€EM > X+y$-4yç+4-2=0 (1) 

Q1,4)€EM > X+yê- 2x — Byç+t17T—-12=0 (2) 


Sendo yc = —3xc (3), resolvendo o sistema formado por (1), (2) e 
gieis qAS o DO DO 
(3), resulta: xc = 10" Yc — 10 er = 10" 


do +55) + o 
29)P(0,2)€ A > X+yZ—-4yç+4-12=0 (1) 
-L,O EN >xX+y+2xç+H1—-P=0 (4) 


Novamente, yc = —3xo. (3) 


Resolvendo o sistema de (1), (4) e (3), vem: 


ro +50) + -“9) = 
2X" 40 Y" 40) 40 
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3 


4) QR passa por P(3, —2) e mor 


3 
+ Ja kd 


> 3x— 2y —13=0, 


MANUAL 


3) Como P é ponto médio da corda, então 


E 
2 


326. 
m a 1 
a Ro |=rtacde nox s0-06 
P(2, -4) Es 
3) Interseção de s com os eixos: 
x=0 > y=-5 > A(0, —5) 
y=0 5 x=10 5 B(10,0) 
4) Área do AOAB: 
4º solução: Área = LaSe X altura — OB-OA 10-5 . 
Eid 2 2 2 
E E 
2º solução: Soap = 2 [Doze | 
O —-5 1 => Soap — 25 
01 
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327. 


328. 


D MX2+9=64 5 C(0,0)en-8 


2522 25 
do: (1) +p-9> (D0e p=3 


> n—-p<dee<h+rp> Me A secantes. 


10, T 3 


Il) Se t é tangente comum conforme a figura, então: 
GP GT 8 
APC4T, nd APC5To > 10 = A. =. —. 
CoP CT, 3 
Usando a teoria da razão de segmentos colineares, vem: 
Xp A Xc 


e daí 
x->0 8 40 

25 "9º 4-3 eyp=0 
MR a 


HI) Equação da reta t: 
petoy-0-m-D) 5 3m-3y-40m-0 
ã Po o ton 

E ATT 


então, t: 3x + 4y — 40 = 0 ou t: 3x — 4y — 40 = 0. 


3 
=8 -+> 
> m çi 


Calculando as interseções das retas, vem: A(O, —2), B(-2, 0) e C(0, 0). 
AEri>(a-02+(b+22 =P 
BEr>(a+22+(b-02 =" 
Ceri>5(a-02+(b-02=r 

Resolvendo esse sistema, obtemos: a = -1,b = -1,r=N2. 
Portanto, C(-1, 1) e r= 2. 
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329. hAhei>(a+42+(b-42 =" 
BErX>(a+T7L+(b-32 =P 
Cer>(a+82+(b+42 =p 


Resolvendo o sistema, obtemos: a = —-4,b = —-1er=5. 


Portanto, a equação da circunferência é (x + 42 + (y + 12 = 25, 


330. 
C(a,b)eb;z > b=a > C(a,a) 
á : e] friá fina DE 
=r5IT="|=45a=-Toa=-— 
ne 25 + 144 7 
portanto, a circunferência é: 
552 552 
X+72+(y+7)2 =16 ou [-S) +( --) = 16. 
331. 


AtgOx > |b[=r (1) 

AtgOy > |ja/=r (2) 
Ces>2a+b-3=0 
Resolvendo esse sistema, obtemos: 
a=b=r=1oua=-b=r=3 


e, portanto, há duas soluções: 
(x-12+(y-12=10u(x-32+(y+32=9. 
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332. ces b=0 (1) 


e - | 22a+3b—1 | 
13 

ii -| 2a-3b—7 | 
13 

Resolvendo esse sistema, obtemos: 


3413 
13 


a=2,b-O0er 


e, portanto, a solução é: 
9 
— 92 2 + 2 — = 
De = 2 Ry 13 


333. Dt3x+4y-—- 35 >m,;= S 


sit>m aaa 
ess 
3 


hes>y—-D=—(x— 5) 


w|s 


s:4x— 3y—- 5 =0 

Il) Temos, então: 

Ces=> 4a-3b-5=0 (1) 
AC=r>5(a-52+(b-52= 
=25 (2) 

Resolvendo o sistema, obtemos: 
(a=-8eb=-9ou(a-2eb=1) 

e, portanto, há duas soluções: 

(x-82+(y-92=25 ou (x-22+(y-12=025. 


334. Ces>5b=3a (1) 


a-—b 
h te Dis = E=R (2) 
LErS (o =4P+b-4p=Rê (a 


Resolvendo esse sistema, vem: 
a=2,b-6eR=2/2 
portanto, R2 = 8. 
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0€erh>a2+b2=r"2 (1) 
ces>b=-2 (2) 


ttgi > sat] =r (3) 
J2 
Substituindo (2) em (1) e (3), resulta: 
(1) a22+4=2e(3) a-r 
7/2 


entãoa2 + 4 = edaía=20oua=-14. 


(a — 67 
2 


Sea=2,entãor?=8€e,sea = —14, então 12 = 200. 


Há duas soluções para o problema: 
x-22+(y+22=8 ou (x+ 14)2 + (y + 2)2 = 200. 


Ces>a-3b -6=0 (1) 
AtgOx > |b|=r (2) 
AtgOy > |jal=r (3) 


Resolvendo esse sistema, temos: 


(a =b= 3er-3ou[a--p-Ser 5) 


portanto, as circunferências são: 


3? 32 9 
+32 +(y+32=9 ->| +ly+>) =—. 
ea 
0€iSa2+b=R2 (1) 

HEX > do (= R = [2530-251 , (2) 
str > do => [Btdti (3) 


Comparando (2) e (3), resulta: 


13 
=30ub=-=. 
a ou 3 
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Se a = 3, temos: 


13 + 3b 
5 


9+b2=R2e [-r=p=4eR=Sou(p-Lor-2) 


13 
Se b = a temos: 


169 


a? 4108. pro [812 


5 


Portanto, o problema admite duas soluções: 


| = R> não existe a, R reais. 


(x-32+(y—-42 =25 ou n-ap+(p-D) - SE 
338. AEri>(a+12+(b-22=" (1)erz1 
Oxtgà > |b|/=r (2) 
Oytgi > |jal=r (3) 
De (2) e (3) vem |a| = |b], então: 
1º possibilidade: a = b 
(1)(a+12+(a-22=a2>a2-22+5=0>22€R 
22 possibilidade: a = —b 
(1)(a+12+(-a-22=a2 5 a2+6245=05 
5 a=-loua=-s5 
Sea = —1, então r = 1. (não convém) 
Sea=-b,entãob =5er=5. 
Solução: (x +5)2 + (y — 5)? = 25. 


339. AENS(a-BL+b2=P (1) 
0€rh>5a2+b2=r2 (2) 


Atgb;s > a. (3) 
Comparando (1) e (2), vem a = 4, então: 
(2)2=16+b2 e (ayr=|22] 
2 
E (4 — b)2 
eda16 +b2= "5 — > b=—4, 


2=16+16=32 
Solução: (x — 42 + (y +42 = 32. 
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340. 1) Pero(a-12+(b-12=" (1) 
Pero(a-82+b2=r2 (2) 
Comparando (1) e (2), vem: 
b=Ta-31 (3) 
2) tx=otgro do = Hon (4) 
Substituindo (3) e (4) em (2), vem: 
+205 
(r—-82+(11-312=P>r= our=5. 
49 
Em (4) a = tr, mas, pelas condições do problema, a > 0. 
PE — 205 
Então:a =5 ou a "49" 
e 12 
Substituindo esses valores em (3):b = 4 ou b = 7 
2052 12)2 [2057 
a -— RM RD, À q a =p =[ps. 
Portanto: (x— 5)<+(y— 4) 25oubx 29 ] +[+ 2) 49 ] E 
341. 
A(p — 16,0) 
1º solução: 
1) ttx= O tg À = lál =r>5a=hk+r, ouseja, a = —r, porque a < O. 


2) Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo CMB, temos: 
P=d+MB=>"2=36+64>r= 10. 

Portanto, a = —10. 

3) (x + 10)2 + (y — 6)? = 100 
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342. 


343. 


2º solução: 


jal 


tix= OEA — r>a=tr ou a=-r(1), porquea <0O 
A(p— 16,0)€ A & (a—-p+ 162 +62="12 (2) 
B(p,0)€i&S (a-p2 +62 ="2 (3) 

Resolvendo o sistema de (2) e (3), vem p - a + 8. (4) 
Substituindo (1) e (4) em (3), temos: r = 10 > a = —10. 
Então: (x + 10)2 + (y — 6)? = 100. 


O centro da circunferência inscrita é o incentro (ponto de encontro 
das bissetrizes internas do triângulo). 


Obs.: Uma solução é obter as bissetrizes e sua interseção. No caso, 
vamos usar a teoria das distâncias. 


Seja s a reta dos pontos Be C:s:x+y — 4=0. 


la+b —4| 
(1) de, s = Ca A 
b 
(2) do, — Bl = 
r=[al=]b] 
(3) d Ely 
C,y 1 


Como o centro C(a, b) pertence à bissetriz do primeiro quadrante, 
entãob =a=r (4). 


Substituindo (4) em (1), vem: 
la+ra-4]=al2 5 a=4+22. 
A solução a = 4 + 22 é rejeitada por estar fora do AABC. 


Portanto: 
(x-4+222+(y-4 + 2/22 =(4 — 2). 


3 
a) 19) 1:3x — 4y — 25 =0 5 m=— 


4 
5 24. .. 24 
2º9)< rs é tal que arctg q - íS > tg ÍS = q" 
És 
Assim, t fes am = m Es aii e 
o 7 3 CC Ê 44" 
1 + rui 
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x : 3 
Como —1 <mg, < O, então devemos ficar com ms = ss 


Como A(-3,5) Es, então s:y — 5 = +: (x + 3) e daí 


s:3x+4y — 11 =0 
3 


b) t/sem=m = 


3 
B(3, 1)Et=ty+ti2=-q(K-B)=tiSx+4y+39=0 


a ' (sam ab 26% 
r tg ed [25 il 

3a + 4b — 1122 
c) sgioSlios 
RE pare 
[tt Sa o 


Desenvolvendo os quadrados e, por escalonamento, resolvendo o 
4b 14 


sistema, vem: a = “3 3 em (3). 


Substituindo esse valor de a em (2), vem: 


=2 (3) 


4b2 + 39) +56 =0 > b=-Coub=-8. 
Para b = + vema = — que em (1) dá 12 = 25. 
Para b = —8, vem a = 6, que em (1) dá 12 = 25. 


2 2 
Portanto: [x + 5) + [s + 5) = 25 OU (x = 6)2 + (y + 82 — 25 


4 
é a solução. 
344. Usando a razão entre segmentos, temos: 
Go - Sc. S 
(1) = = Eta RO 
CP r CP 2 


O NG O Sus 

(9 Xp — Xe 3-a 2 5 
Yc- Yo — b-O e e 
Se W=yc 4-6 2 5 
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o SR A 
C'P r 'P 2 
então 
Xc' —Xo a! —0 1sg-Zl 
Xp — Xe 3-a' 2 5 
> 
Yc' — Yco b'= 0. . T b' «28 
Yp — Yc =4 —b' 2 5 
(FB 
5 ar: 
345. DN tg ho SS deco = r+ Lo) SS (a ao)? | (b bo)? = (r + ro)? 
(-8-02+(6-02=(r+6)2 
r=4 
+ + r" = —16 (rejeitado 
Padel = e 
2 ré=46 
rr" = —4 (rejeitado) 


x+82+(y- 62=16 ou (x+82+ (y- 6)? = 256 


346. Usando a razão entre os segmentos, temos: 

(1) E — or 0 44 então: 

CP r P 
0-a 42 

=14 >a=-— 2 2 

a+ 9 5 = (+) + «fa 
custe l á 
b — 12 5 
(2) Sos = lo BRR = —16, então: 

C'P r 'P 
0-a' 8 
O 4g5a=- 
a +9 > 48 64 

> [Re] Ely | =1 

pr=do "a 
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347. Pero (a-02+(b-122="º (1) 
Pero (a-52+(b-72="2 (2) 
Moteis (a-02+(b-02=(r+82 (3) 
Comparando as equações (1) e (2), vem: 
a2+b? —- 24h + 144 =a2 — 103 +25 +b? — 14h +49 > 
> a=b-7 (4) 
Comparando as equações (1) e (3), vem: 
a2+b? -24b+144 —-?=922+b2—- 1º —- 16-64 5 


3 
> 1=5b-13 (5) 


Substituindo (4) e (5) em (1), temos: 
3 2 
e -7p+(p-12p=[Sb-as) > b=120ub=-8 


Parab = 12,vema=5Der=5, 
Parab = —8, vema = —15 er = —25. (rejeitado) 


Portanto: (x — 5)2 + (y — 1272 = 25. 


348. Pero (a-12+b="2 (1) 
riteh S(a+22+b=(r+3)2 (2) 
|3a + 4b — 24] 
Agro q Tt (3) 


Observação: À tangente externa a ào, pois r é externa a ho. 


Comparando as equações (1) e (2), vem: r= a — 1. (4) 
Substituindo (4) em (1), temos: b = O. (5) 


Substituindo (4) e (5) em (3) e resolvendo a equação, temos: 


a = a ou a= Ea 
2 8 
Para a = 5 > [= = (rejeitado) 
Ras a ER Pan 
8 8 64 
Portanto: [e a. 2, +y2 = dg 
8 64 
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349. 


A circunferência ho dada tem centro (20, 0) e raio 4. 

Condições do problema: 

0€rh>a2+b2=144 (1) 

ritghão > (a—- 202 +b2 = (12+4)2 (2) 

Tomando + em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = se e 


48 E 36 48 36 48 
Db=+ 5” portanto, os centros são cs 5" 5 | 5º 5 ) 
Tomando — em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 12 e 
b = O, que não convém, pois o centro (12, O) estaria no eixo Ox, 
contrariando a exigência do enunciado. 


Para obter os pontos de tangência, trabalhamos com a teoria da 


razão entre os segmentos formados pelos centros e os pontos de 
tangência. 


36 

CE DM 
ca 12 [20-m 4 e ds 
AC 4 48 

Ya 5 dê ne 

= 4 SMA E 

ECO do e 
CA 12 20 -x; 4 5 
AC 4 q ade 

= 12 
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1) A mediatriz m da corda AB passa 
pelo centro Co(O, 0) da circunferência 
dada e pelo centro C(a, b) da circunfe- 
rência procurada. 


Como AB // Ox, temos m // Oy, ou 
seja, CoC // Oy e daí a = 0. 


2) O ponto P(xp, —1) da reta t: x + 2y — 6 = O é tal que 
x» + 2(-1)- 6=0,ouseja,x, = 8eP=(8,-1). 


Aretas = PC é perpendicular a t, então: 
pi 5 siy+1=2x-8)>5S:2x—-y-—-17=0 
Como C(O0,b) E s,temos2:0-b-—- 17 = O, istoé,b — —17. 


3) r=deo = (0-82+(-17 +12 = 320 
Solução: x2 + (y + 17)? = 320. 


Determinamos os pontos A e B, interseção das circunferências: 
x-42+(y+22=5 (1) 

x-12+(y+32=5 (2) 
) 
) 


> y=-4ouy=-1,então:A=(3,-4)e B(2, —1). 
2) Calculamos os coeficientes angulares das retas AE e AG5 e das 
retas BC, e BC;5: 

1 


do qa Mpc, > — BE | PO 
11> ÂC 1 ÃG a dd 
ipa 


Mac, =2 


Mac, = — 2 


O que significa que as circunferências são perpendiculares. 
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OE RSINOAVID — Cônicas 


354. C(4,3) > x)=4€ey0=3;2a=8€e2b=6 >a>b,entãoo 
semieixo maior é paralelo ao eixo x. 


(x— xo? | (y— yo? x-42 y-3P 
+ = + = 
a? p2 Ed: 9 É 
a=5 : Ê 
355. I E b = 3 e o eixo menor é paralelo ao eixo x. 
x-62 Wy+3? 
D+ =. 
Portanto 9 25 1 
a [ad pera rapa 
" b=17 4 "* i 
a ô x2 y2 
357. 9 +25y=900 > 9091357 1>a-10eb=6 


cC=92-b? > c=8 > 2c = 16 (distância focal) 


c 4 
a. (excentricidade) 


5 
358. “6 g 
aa: > 2=b+5 (1) 
a2? = pb? + c? 
o 
Pe eli 2,4 1582 +b=402 (2 
eo e RE O > a” + = 4a (2) 


4 
Substituindo (1) em (2), vem: 6b4 + b2 - 1=0 > b2= 3 
ih 
Para b? = 3º vem a2=1. 
=15x%2+332=1. 


x2 
Portanto: Em + 
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360. 


361. 


362. 


363. 


364. 
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E á x y2 
= or e — 
9x* + 25y 225 > 5! 1>a-5eb=-3 


c-a22-p5c-4>(4,0)e(-4,0). 


a ã x2 y2 
169x +257=42200 5 55 469 15 
>» a=13eb=5 


2-2 -b5sc=-+25 F(0,-12)e Fo, 12). 


(x— 32 (y — 2)? 
= — 1 
“2 + 9 =1>5a=5b5eb=3 


c2=a2-b? > c=+4 
Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam 
(—4,0) e (4,0). Porém, há um deslocamento do centro para o ponto (3,2). 


Assim, aplicando esse deslocamento, obtemos os focos: (—1, 2) 
e (7,2). 


A equação já está na forma reduzida. 


Fazendo a leitura: x), = 2,Yo = 3,82 = 16eb2? = 4 (a2 é 0 maior 
denominador). Conclusão: €(2,3), a = 4eb =2. 


R=2" . W=2 K=2F. dy=2) 

ET pt - a 
25 9 4*> “100 36 A 
2 = 100 

RES |5e-2-p5c-as 


Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam 
(—-8, 0) e (8, 0). Como há um deslocamento para o ponto (3, 2), en- 
tão os focos são: (-5,2) e (11,2). 


Como Fi(O, —5) e Fo(O, 55), sendo 2c a distância focal, então 
2c = 60 > c=30. (1) 
Como PF, + PF, =-68-2a > àa=34. (2) 
De (1) e (2)ema? = b2 + c2 vem: b? = 256. 
Mas, como F,(O, —5) e c = 30, então o centro C está deslocado no 
eixo y em 25 unidades, isto é, C(O, 25). 

x2 y= 25) 


Portanto, a equação da elipse é: ss + 1156 E 
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365. Sendo F,(—-8, 0) e F5(8, 0), então 2c = 16 > c=8. 
Como A(10, O) pertence à elipse, então a = 10. 
Portanto, b2 = a? — c? = 100 — 64 = 36. 

(=D 


e : 
Zoo. "go — eds 


Como B(—5, y) pertence à elipse, então: 
y = +343. 


der, = V(-132 + (+33)? = 14 
der, = V32 + (+3/32 = 6 
der, — 20 — 16 
A soma das distâncias é o perímetro: 36. 
367. Do ds dec eres 
16 9 
Portanto,c? = 16 +9-25 5 c-5 5 20-10. 


e ah 
2. 2 — ED A 20 + 2-0 + 
368. 36x 49y 19 Eu ER l=a e b 29 
36 49 

1 a 85 v85 

2>D 4+4D => =>—— 

Portanto, c 36 29 764 > € 22” 

v85 
A excentricidade é + = ze > += — 


369. Nx2-y2=1 > o eixo imaginário é Oy; Fi(-v2, 0); FÁV2, 0) 
N:y2-x2=1 > o eixo imaginário é Ox: Fi(O, —V2); Fslo, 2) 


Não são coincidentes. 
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y2 x2 o sê 
2 — 2 e Ee 
144y 25x 3600 & 25 144 1 (eixo imaginário Ox) 
a2=25 
2=-822++6p? = 
b2=144 | > € a bé => C= 13 


Focos: (0, —13) e (0, 13). 


= 2 “ 5 
- — E do — = 1 (eixo imaginário paralelo a Oy) 


Centro C(2, 2) 


2 — 
area 5 02=16>c=4 
b2=7 
Se não houvesse deslocamento, os focos estariam sobre o eixo x, 
sendo (—4, 0) e (4, 0). Considerando o deslocamento em duas uni- 


dades para ambas as ordenadas, vem: F,(—2, 2) e Fo(6, 2). 


y2 x2 


(1) 9x2 — 16y2 = —144 & 0 1 (eixo imaginário Ox) 
doa focos: (0, —5) e (0, 5) 
a |=>6-2>0-5> E Co 5 
bo = 16 excentricidade: ERR 
0 


(2) Elipse tem por eixo menor os focos da hipérbole. Então, b — 5 e 


o 3 
excentricidade inversa à da hipérbole, isto é, 2 5 
b=5 (3) 
c 3 3a 
Portanto:, — = — =—— 
aos 5 c 5 (4) 
a =bpé+e (5) 
625 
Substituindo (3) e (4) em (5), vem a? = 6" 
Paes y? Ê 2 
Então: 657 + 25 € 1 o 16x + 25yé = 625. 
16 
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373. 


314. 


375. 


377. 


378. 


y2 = — 16x (foco no eixo Ox) 
2p=-16 > p=-—8 


DP ma gib =» 
v =D, istoé, F(B,0) = 4,0) 


Diretriz: x = e então x = 4. 


(y — 5)? = 12(x — 3); VF / Ox; V(3, 5) 
2p = 12 > p = 6; foco (3, 0), se não houvesse deslocamento. 
Como V(3, 5), então F(6, 5). 


1 
x-22=(1y>2p=1> P=5 
Esta parábola tem deslocamento: V(2, 0), VF // Oy. 


1 1 1 
Então: F|2, = Je a diretriz éy = —— +>= 
ntão boa iretriz é y ind é 


(substituímos —2 por 1 — 3) 
3 
X+2x+1-3=-5y 


(x + 12 


| 
| 
| 
t< 
+ 
(0%) 


x+12=-(y-295>V-1,2) 


A(O, 0) E parábola «> (0 —- xo)2 =2p (0 — yo) (1) 

B(3, 3) E parábola o (3 —-xo)2 =2p(3 —y09) (2) 

C(—6, 30) E parábola <> (-6 — xo)? = 2p (30 — y9) (3) 
Desenvolvendo as equações (2) e (3), nelas substituindo (1), 
ea | 9 — 6xo = +6p 


3 3 
> p-+ e xo = +—. 


36 + 12xo = +60p 4 4 
3 
Substituindo esses valores em (1), vem: yo = "8 
32 3 5) 
XD] =5 0 o aaa Ga 
Portanto, temos 5) 2 y 8 &S 2x 3x =3y 
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d:x= 0 > eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox 
p=dist(Fd)=4-0=4 5 2p=-8 


8 É > V(2,1) 
y=y—1 
equação (y — 1)22 = 8(x — 2) 


dy=8 ' p=3>2p-6 


3 
> VF=D=>>5 3 
F(O, 0) 2 2 v(o, 5) 


O eixo de simetria é paralelo ao eixo Oy e F abaixo de V > 2p — 6. 


*=-6[ “So v=-6+9 


y=x2 — xtem por inversa x = y2 — y. 
RR e (1) 


x=y2-y (2) 
Substituindo (1) em (2), vem:x =x! —- 23 +x2 —-x2+x 5 
x=0 
>> | OU 
x=2 


Parax=0,y=0epatax=2,y=2. 
Então A(O, 0) e B(2, 2) são os pontos de interseção das funções f(x) 
e f'(x). 
Determinando a reta ÀB, vem x — y=0. 
dog = 1 =8L 8] SN 
(2 2 2 


x+ty=05x=-y>x=y2 (1) 
o. (2) 

Substituindo (1) em (2), vem: y = 0 ouy = —4, 

Paray =0,x=0 > A(0,0). 

Paray=-4,x=45> B(4, —4). 

Como y é eixo de simetria da parábola e ela passa pela origem, en- 
tão A(O, O) é o vértice e x2 = 2py é a equação. 

Como B(4, —4) pertence a x? = 2py, vem p = —2. 

Então, x = —4y > x2 + 4y = O é a equação da parábola. 
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383. 


384. 


393. 


1) y=x2+6x+4 

Completando o quadrado perfeito, vem: 

y+D=X2 +6&k+95y+5=(x+32 5 V(-3, —5). 
2)y=X —- 6x+2 

Completando o quadrado perfeito, vem: 
prT=F-bro=sy+r7=(K=3) = VB, =T). 
3) Ponto médio de V,V5 é M(O, —6). 


—— 1 
4) Coeficiente angular de V,V, é m = "3 > m=8. 


5) Mediatriz de V4V5:y — yo = Ms(X — Xo) 
y+6=3(x-0) > 3x —y—6=0 


x=y2+10y+27 
Completando o quadrado perfeito, vem: 
x-2=y2+10+25 5x-2=(y+52 5 V(2,-5). 


a) 9x2 + 25y2 — 36x + 50y — 164 = 0 
Identificando com a equação teórica: 
koxX2 + kyy2 — 2koxox — 2KyYoy + (KoXd + kiyd — K4k5) = O, vem: 
b=9=b2>5b=3 
k=25=a2>5a=5 
2k5Xo =36 > Xo = 2 
2k1yo =-—-50 5 Yo — —1 
koxá + kyyô — Kiko = —164 


ky > ko com eixo maior horizontal; centro C(2, —1) 
k>0 > elipsej(xX-22 (+12 
k; >0 25 9 


b) y2-4x—- 6y+13=0 


1 3 13 

—4x=-v2+ 6y-— 13 =>Dy2-—- Dy4— 

X y y > X A y 2 y A 
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Identificando com a equação teórica: 


1 Yo yô + 2pxo 
x=—y2 —- Ly, 20 LO vem: 

2p” p 2p 

1 1 
7» a? 

p=2 

Yo 3 = ya = parábola 4 V(1, 3) 
p 2 F(2, 3) 
2 

yo + 2px 13 
[ep qa 


c) 5x2 — 4y2 + 30x + 16y + 49 = 0 

equação teórica: 

kox2 + Kyy2 — 2kox0X — 2k4y0y + (koxo + Kayo — kako) = O 
[kb =5 

g=-4 

2koXxo = —30 > xy = —3 

2kyo = —16 > y0=2 

kaxo + kayo — kiko = 49 


[ko > kg, com eixo real horizontal; C(—3, 2) 
k>0 = hipérbole; (x+32  (y-22 
lk <O 3 4 
a=15 e b=2 
a. 1 8 
d) x? — 4x — 12y = 32 =D ->x-> 
) x x y > y ia a 3 
sd A Xo xo + 2pyo 
equação teórica:y ==—x2? — —> x + —>— + 
V2p" op 2p 
[4 4 
p = 
Xo À E = parábola | V(2, —3) 
p 3 F(2, 0) 
2 
Xo+2pyo — 8 ns 
U 2p a 2H É 
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e) 289x2 — 17183 = 2(256y — 289x — 32y2) > 
> 289x2 + 64y2 + 578x — 512y — 17183 = 0 
equação teórica: 
kox2 + Kkyy2 — 2kox0x — 2kay0y + (koxo + Kayo — kiko) = O 
k=289=a2 > a =17 
k=64=b2 > b=8 
2k5xXo = —h78 > Xo — 1 
2k1yo =512 > Yo — 4 
KoX5 + kyy5 — kiko = —17183 


ko > ky com eixo maior vertical; centro C(—1, 4) 
ko >0 = elipse; (X+12  (y-42 
k >0 64 289 


394. 9)%+5y2+54x-30+81-0 
equação teórica: 
kox2 + Kyy2 — 2kox9X — 2kyy0y + (koxô + Kayd — kiko) = O 
ko = Eca c 2 
>0C=2€e—=5> 
k=5=b2 > b=V5 a 


2k5Xo = —54 > Xo NE 


3 
c(-3, 3 
2kyo = 30 > yo = 3 |= 


com eixo maior vertical 


ko > k 2 2 
neo = dio OS 
k >0 o 9 
a F(-3,5) e F-3, 1) 
ND 

396. ps y x (1) 
N:x2+5y2=6 (2) 


Substituindo (1) em (2), vem: 


x=1>5y=+10ouy=-1 


x2+5x-6=05 
LO ER 


S=((1, —1), (1, 1). 
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397. 


ã 
De(1)e(2), vem:x2 =x? 5x =3 5x -43=0 > 


x=0 > y=0 
> x(x—-1)=0 > /0uU 
x=15y=1 


São dois pontos de interseção: (0, 0) e (1, 1). 


398. y=-1-V19-x-2x 5>y+1=-V19-x2-2x (1) 
x=3-V9-y2-4y 5 x-3=-V9-y2-4y (2) 


Elevando (1) e (2) ao quadrado, vem: 


ER (3) 
x+y2- 6x +4y=0 (4) 

De (3) — (4) vem 8x — 2y — 18 = O, isto é,y — 4x — 9. (5) 
De (5) em (4) vem 17x2 — 98x + 45 = 0 e daí 


O sl 
o qa 


ou 


x 


x=1 5 y=-—5 


E ; : =. (45 27 
São dois pontos de interseção: (E, 21) e (1, —5). 


399. Iê —42 =4 (1) 

x +y2=95x2=9-y2 (2) 
Substituindo (2) em (1), vem: y = +1. (3) 
Substituindo (3) em (2), vem: x = +22. 
Há 4 pontos de interseção: 


(22, 1): (-2N2, 1): (2N2, —1): (-2N2, —4) 
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2 2 a 
400. Ê +y2—-4y+3=0 (1) 
3X —-y+1=0>y=3X2+1 (2) 
x=0 
ed .ov4 0 Ev? — ou 
Substituindo (2) em (1), vem: 9x 5x 0 > W5 
= 
3 
Parax=0,y=1. 
pags e 
3º 3 


Há 3 pontos de interseção: (0, 1), [= 5) e [é s) 


401. E e 
9x2 + 25y2 = 225 (2) 
Substituindo (1) em (2), vem: 


+15N +154 
pede DS A 


34 34 
(3518 ISSA p(25V54 1ovaa 
34 * 34 34 * 34 


das (af " (af — 3017 
34 34 7 


x +y=10 (1) 


402. | 
x+y=10 5 y=10-x (2) 
Substituindo (2) em (1) e resolvendo, vem: 


x=0 > y=10 > A(0,10) 
ou 
x=1>5y=95 B(1,9) 


dap = V12 +(-12=N2. 


y=x+m> y=x+2mx+m2 (1) 


408. 2 
qtr=1 (2 
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Substituindo (1) em (2), temos: 

5x2 + 8mx+ 4m? —- 4=0 

A = 64m? — 80m2 + 80 = O (para que haja 2 pontos ou 1 ponto de 

interseção) 

16m2 — 80 < 0 

m2 —- 5<0 

Portanto: —V5 <m = 5. 
y=mx+25y=mx +4mx+4 (1) 

E =4x (2) 

Substituindo (1) em (2), temos: 

mx + (4m - 4x +4=0 


A=(4m-4)2-4:4:m2=0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto 
de interseção) 
—32m + 16 =0 


2m-—-1<=0>m= 


NIH 


1) Analisando os dados: 
x2+y2 + 6x— 4y— 12 = O é circunferência C(-3,2)er = 5. 
R(2, 3)estáem(s)3x — 2y = 0, pois3:2 -2-3=0. 


2) Interseção da reta com a circunferência: 


ce 439 639 
> x=+ ey=+ 

3x — 2y = 0 13 13 

otanto p = (4)39. ev39 e NB) 639 

p 13 ' 43 13" 43 | 
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406. 


407. 


3) Produto das distâncias: 


om= (2 - 238) + (o - SEJ Nasa 


as 13 


13 
dpr * dor = V625 624 =1 


Obs.: Uma solução menos trabalhosa é usar a Geometria: 
dpr * dor = dar * der = (drc — N(dre + r) = (dpç)2 — 12 = 
=26 -25=1. 


A 2 A 2 
dor = (2 +55 + + [3 + 28) = 25 + 4/39 


y=axX2 +bx+c (1) (6%0,0%0) 
Fazendo a mudança de x para —x, vem: 
y=axX — bx+c (2) 


Considerando e resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
x=0 5 y=c. 


Portanto: (0, c) é o ponto de interseção. 


f(x) = 4x — x2 


Rc (1) 
y=3x (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
x=0ey=05A(0,0)0ux=1ey=35>5 P(x,y)=P(1,3). 


res (bia) y = X. 
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O ponto Q(x”, y") simétrico de 
P(1, 3) em relação à reta x = 2 
é o ponto Q(3, 3). Como a reta 
procurada passa pelos pontos 
A(O, 0) e Q(3, 3), então ela é a 
bissetriz dos quadrantes ímpa- 
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408. y=x+x—12 


2 
+ 
(1) Comparando com a equação teórica: y = 5% — Xo y + Xo + 2Pyo 


2p 
1 1 
— =41 => 
O Tha 
|X no - À [-À 48) 
temos: E 1>% 2 > V UN! 
2 
Xo + 2Pyo cs ÃO 
sai 12 > yo A 


(2) Como os outros dois vértices pertencem à parábola e ao eixo Ox, 
então y = O. 
xX2+x-12=0>5x=30ux=-4 > A(3,0);B(-4,0) 


il. 
(3) Sapv — 2 |Dasv| 


1 343 
' 1|. 343 [> Sav= a 

ABV — - “4 
= SE dj 


0 

0 
49 
4 


412. ba:y=-x>t//b;gétalque(y=x+k 
ty=x+k 
pn 5%2-2X+(5-K=0 
Ny=X-X+5 0 4=4k-16=0>5k=4 
Portanto: tiy=x+4 5 x—-y+4=0 
Resolvendo o sistema quando k = 4, vemx = 1 ey =5. 
Portanto: T= (1,5). 
d! 
413. ado a Rd 
tlrétalquem=3>ty=3x+k 


pa 


> 3x2 +6kx +KkK2 +1=0 
x:6xX —-y2=1 Ne 
2 


A=36k —-12K +1)=05Kk=+ 
V2 


2 
portanto: ty = 34 4 12 » ax-y+ 120 
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416. P(0,0)€y-—-yo=m(Xx-—xXo) > y=mx 
xx + 4y2 — 16y+12=0 (1) 
ty=mx (2) 
Substituindo (2) em (1), vem: 
(1 + 4m?)x2 — 16mx + 12 = 0 


as 


A=(-16m2 -4(1+4m?)-12=0 > 4m?-3=0 5 m= 2 
Portanto: t: y = REM 


417. P(0,2)€y-—-yo=mX-xX) > y=mx+2 


do (1) 
(N)x2? — 4y2=4 (2) 


Substituindo (2) em (1), vem: 
(1 — 4m?)x2 — 16mx — 20 = O 
A =(—-16m)2 — 4(1 — 4m?)(-20) = 0 > 


5 +25 
> 4m2-5=0>5m=>>m= 
4 2 
+ 
Portanto: t: y = SS, 2. 


418. P(3,0)€y-—-yo=mx-xX) > y=m(x-—3) ouy=mx-3m 


ty=mx-3m > y =mãx — 6mx+9m? (1) 
Xix=—2y2 (2) 


Substituindo (2) em (1), vem: 
2m2x2 — (12m2 — 1)x + 18m2 = O 


A =[-(12m?- 9P-4-2m?-18m2=0 > 
+V6 
24m2-1=0 = 
> 24m > m=5 
Portanto: aa NO 3 
ortanto: y = 55 (x ). 
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ã " x2 y2 
419. dA SMA a god 

9 4 
a? = a 5 a= a 
9 3 
1 E 
2 RE 
b A > b 2 

; b b 
Sendo as assíntotas s,: y = es e Ss,:y= qd vem: 


3 3 
SjyY=5Xe Siy=—5X 


x2 y2 
16 64 
Assim:a=4eb-8. 


420. =1>a2=16eb2=64 


A assíntota que forma ângulo agudo tem coeficiente angular positivo 


b 
m=—. 
a 


Portanto, s:y = 2x. 


421. 1) b2x2 + a2y2 = a2b2,a > 0, b > O é uma elipse de equação redu- 


2) Como as diagonais do quadrado passam pela origem e se in- 
terceptam formando ângulos retos, então essas diagonais são as 
bissetrizes: 

ny=xXxesiy=-x. 


1º) Determinação dos pontos A e €, pertencentes a r: 


- p22 + 42 = ah? 
sda ED (b2 + a2)x? = a2b? > 


ryY=X 
o q a2p2 ns tab ou x — EN a? + b? 
a2 + b? Va? + bp? a2 + b2 
al abva2 + b? abva2+b? 
arbe * af rp 
[opa br cobvat+ pi) 
o 5 
a? + b? a? + b2 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


422. 


2º) Determinação dos pontos B e D, pertencentes a s: 


[E b2x2 + a?y2 = ap? tabva? + b? 
+ Se a” 
SIyY=—X aé+b 


p( obra +b2? abva2 + e) 


a+b * a+b 


p( Sea +b2 -abva2+ dé) 


ab * al+bpê 
1 
a) Sapx = — ID 
) Sapx 2 |Dagx | 
aa 


b b2 1|=(b-alx- alx- b) 
x x2 1 


(b — ax — a)(x — E) 


. SaBx= 
ABX | 2 


b) Considerando a função f(x) da área positiva, então: 
(b — a)(x— ax — é) 
2 


fly) = 


f(x) = [á [(b — a)x2 + (a2 — b2)x + ab(b — a)] 


l 
g(x) = 2 [x2 — (a + b)x + ab] é uma parábola que intercepta o eixo x 


nos pontos a e b. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


b. ; á as 
, isto é, x é o ponto médio. 


E sÉ a + 
c) f(x) é máximo local para x = 


E NIRMID — Lugares geométricos 


424. 


425. 


426. 


Se P(X, Y) pertence ao 1.g., então: 

dap= dp >(X-aP+HYV-b2=X-c2+(YV-—-d2 > 
> 2a-co):X+2b-d)-Y+(cC2C+d—-a2-b3)=0, 
que é a equação do 1.g. 


Conclusão: o I.g. é uma reta (é a mediatriz do segmento AB). 


Se P(X, Y) pertence ao 1.g., então: 


aX + bY + c aX + bY + c' 
ds >[ oro | [Vasp | 


2aX+ 2bY + (c+ c)=0, 
que é a equação do 1.g. 
Conclusão: o |.g. é a reta paralela a re a s e equidistante de ambas. 


Se P(X, Y) pertence ao 1.g., então: 
dpx=2-dy > |Y|=2|x| => Y2=4X2 5 (YV+2X(Y—-2X)=0, 
que é a equação do 1.g. 


Conclusão: o I.g. é a reunião de duas retas, Y = —2X e Y = 2X, con- 
correntes na origem. 
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427. Se P(X, Y) pertence ao 1.g., então: 

3X+ 4Y — 3 4X —-3Y+8 

= as IE 
=(3X+4Y-3)2=4(4X-3Y+82 > 

=> [(3X+4Y-3)+2(4X-3Y+8)][(3X+4Y—-3)-2(4X-3Y+8)|=0> 
=> (5X — 10Y + 19)(11X — 2Y +13) = 0 

ou, então, desenvolvendo: 

55X? + 20Y2 — 120XY + 274X — 168Y + 247 = 0, 

que é a equação do I.g. 

Conclusão: o I.g. é a reunião de duas retas, 5X — 10Y + 19 = 0 e 


dpr=2" dps > 


11X — 2Y + 13 = 0, concorrentes com re s na interseção de rcomss. 


428. Se P(X, Y) pertence ao 1.g., então: 
4X —- 3Y +92 
—  — |=VX2+Y2 5 


dp,a = dpr > | 5 

> (4X-3Y+22=25(X2+Y2) 5 

=> 9X2+ 16Y2+ 24XY — 16X + 12Y — 4=0, 
que é a equação do I.g. 


Obs.: Pode-se verificar que o I.g. é a parábola de foco F e diretriz d 
(ver item 179, p. 208). 


430. Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Temos: 


P(X, Y) as Y 
AP — 

IA Xx+3 

Y 


Me 


APB=45º > tgAPB=1 > 


A(-3, 0) B(3, 0) 
en 
= | Map — Mep Enem X+3  X-3 ini 
1+ map: Mpp 1+ Y . Y 
X+3 X-—-3 


—6Y 


= [eme |= 1 > |-6yY|=|X2 +Y2 — 9] 
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então: 
seY<0,-6Y=X+Y2-9=5X+Y2+6Y-9=0 
seYz0,-(-6) =X +Yº-95X+Y2-6Y-9=0. 
Conclusão: o |.g. é a reunião de dois arcos de circunferência, 
X2+Y2+6Y — 9 =0 (no semiplanoY <0)e 

X2+Y2- 6Y — 9=0 (no semiplano Y = 0). 


Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Temos: 


P(X, Y) Y 
Ma = 
AN X 
ER Sae 
PB x-40 
APB = 60º > tgAPB=V3 > 
A(0, 0) B(10, 0) 
É 
Map Mep |. XxX X-—-10 o 
E Ne gia dE 
X X-10 
—410Y ea 
> sv o |= (3 > |-10v|=V3-|x2+Y2 — 10x] 
então: 


seY<0,-107=v3(x2+Y2- 10X) > 

= 3X2 + 3Y2 — 30X + 1013Y = 0 

seY=0,-(-10Y) = V3(X2 + Y2 — 10X) > 

= 3X2 + 3Y2 — 30X — 10/3Y = 0. 

Conclusão: o |.g. é a reunião de dois arcos de circunferência, 


3X2 + 3Y2 — 30X + 10/3Y = O (no semiplano Y <= 0) e 
3X2 + 3Y2 — 30X — 10/3Y = O (no semiplano Y = 0). 
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432. 


433. 


Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0), 
define uma reta que intercepta a reta r:y = 1 — x no ponto R cujas 
coordenadas são (x, 1 — x). 


Como E = 1, decorre que Q é ponto médio de PR; então: 
x+X (1-3) +Y 
0= 0O=———— 
Ai 2 


edaix=-X=1+Y; portanto, X+Y + 1 =o0, que é a equação 
do I.g. 


Conclusão: o |.g. é a reta s de equação X + Y + 1 = O paralela à reta 
re simétrica desta em relação à origem. 


R(x, —x2 + 2x) 


Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0), 
define uma reta que intercepta a parábola À: y = —x2 + 2x em pon- 
tos R cujas coordenadas são (x, —x2 + 2x). 
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PQ 
Como — = 2, temos: 
QR 
Xo —X — — — 
Xr — Xq x— 0 YR — Yo —x< + 2x — O 


X há 
e daívemx = —5 (1) e —x2 + 2x = —5 (2). 


Substituindo x de (1) em (2), vem: 


x2 Y 
E o X = “a e, portanto, X) + 4X — 2Y = 0, que é a equação 


do I.g. 


A equação da reta AB é x — y — 2 = O, então a equação da reta 
A'B', paralela a AB, éx — y + c = O; portanto, temos A' = (—c, 0) e 
B'=(0,c). 
Seja I(X, Y) pertencente ao 1.g., então | é interseção das retas AB' 
eA'B. 
Impondo o alinhamento de |, Ae B', resulta cX + 2Y = 2e. (1) 
Impondo o alinhamento de |, A'e B, resulta 2X + cY = —2e. (2) 
Eliminando c entre as equações (1) e (2), vem: 

2Y —2X 


c=>—— 


2-X 2+Y 
> (X+Y(X—Y — 2) = 0, que é a equação do lI.g. 


N+tr=rx=-Ds 


Conclusão: variando c, o ponto | percorre a bissetriz bs, (X + Y = 0) 
ou pode ser qualquer ponto da reta AB (X — Y — 2 = 0), o que vai 
acontecer para c = —2, quando A = A' e B-=B'. 
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436. 


437. 


Suponhamos que a reta r coincida com o eixo x e que o ponto O 
esteja sobre o eixo y, tendo ordenada yo, com yo > d. 


Seja M(X, Y) o ponto da circunferência de centro C(a, b), variável, 
com diâmetro d e passando por O(O, y). Temos: 


CMix>a=X (1) 
d d 
dou=5>b-Y=5 (2) 


d d? 
fgc=5 > a? +(b—yo? = 


Substituindo (1) e (2) em (3), vem: 


d 2 dd 
2 dE SE == = ——— 
É [Y o 


(3) 


edaiX2+Y2 +(d-2y)Y +yolyo — d)=0, 
que é a equação do I.g. 


d d 
Conclusão: o I.g. é a circunferência de centro o, 2” vo e raio 2 


Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Sendo OP = 3 - AP, temos: 
OP=VX2+y2=3-V(X-22+Y2 

e daí vem 

2X2+2y2 -9X+9=0 


que é a equação do I.g. 


9 3 
Conclusão: o I.g. é a circunferência de centro (2, 0) e raio 4 
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Seja M(X, Y) pertencente ao I.g. Temos que M é ponto médio do 
segmento PQ, então: 


ge O O a Ma 
2 2 2 

e daí vem: 

x=2X-2ey=Y 

Como P está sobre a circunferência de centro C(—3, 1) e raio 3, temos: 

x+32+(y-—-12= 

e daí vem: 

(2X-2+32+(Y-1)2= 

4X +Y2+4X—-2Y —- 7=0, 


que é a equação do 1.g. 


P y 


Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. 


Consideremos, por P, as tangentes à elipse x) + 4y2 = 4 (1). As 
tangentes têm equação da forma y — Y = m(x — X) (2). As equações 
(1) e (2) devem formar um sistema que tem um só ponto comum. 
Substituindo y de (2) em (1), resulta: 


R+4V+mx-mX2=4 
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441. 


e daí 

(1 + 4m?)x? + 8m(Y — mXx + 4[(Y — mX2 — 1]= 0, 

que deve fornecer um único valor para x. 

Então: 

A=0 > 64m?(Y — mX? — 16(1 + 4m3[(Y —- mX? — 1]= 0 
edaí—(Y —- mX2 + (1 + 4m?) = 0 

ou seja, (4 — X)m2 + 2Xym + (1 —-Y2)= 0. 

Essa equação fornece os coeficientes angulares das duas tangen- 
tes por P, que são perpendiculares. 

Então, o produto das raízes dessa equação é —1, ou seja, + = 
= —1 e finalmente X2? + Y2 = 5, que é a equação do I.g. 


Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. e seja Q(x, y) a interseção de AP com 
a mediana BM. 


AQ 
Como —— = —, temos 
PQ 2 
Xq — Xa 4. x— 0 il: 
Es e E, 
Xq — Xp 2 E=X ads 
= 1 — O AR 


Joy 2 Yet 2 
Como Q percorre a mediana BM cuja reta suporte tem equação 
x-y+1=0O,temos:(-X) —-(-YW +1=0edaf-X+Y+1=0. 


Notemos que -1<x<0e 0=<y<=1 (poisQestáentreMeB)e, 
então,0<X=<1 e -1<Y<o. 


Conclusão: o I.g. é o segmento de reta —-X + Y + 1 = 0 de extremos 
(0, —-1) e (1,0). 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


442. 


443. 


444. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


O ponto A, variável, tem coordenadas (0, y). 


O ponto M, médio de AB, tem coordenadas (x, 0). 


O ponto B, pertencente ao I.g., é (X, Y). 


Devemos ter: 


g MT Xe AY ad = 
UR 1 YM “2 AM 
então: 
0O+X +Y 
= (1,0 = (2) ex +y2=a? (3). 


Tirando x de (1), y de (2) e substituindo em (3), resulta: 


2: 
(2) +(-Y2 = a? e daí X2? + 4Y2 = 422, que é a equação do I.g. 


2 
x2 Ye 


Conclusão: o 1.g. é a elipse de equação reduzida FE +— = 1. 
a 


a? 


2 2 = 2 
dep, + dp, = 4r 


e=-Pryttrpry=s sw +y=r 
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Se A(a, 0) e B = (0, b), a equação segmentária de r é Ea + E =1. 


2 1 
Como Q(2, 1) está em r, devemos ter = + p =1. (1) 


As coordenadas de M são [2 5) 


Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Como M é médio de PQ, então: 
= Xp + Xq a = X+2 = 
M="20. * ao 2 > a=X+2 (2) 
yp + Yo b Y+1 
=D" 55 = =Y + 
Ym 3 > 2 > 5 b=Y+1 (3) 
Substituindo (2) e (3) em (1), resulta: 
2 e i. 
Xx+2 Y+1 


Conclusão: o |.g. é uma hipérbole equilátera. 


=1e daí XY = 2, que é a equação do I.g. 


445. Seja P(X, Y) a interseção de r;, com r5. 

Temos: 
m E ELA e 

O geo X 
E Y-0 Y 

O ep Ned 
Como má + m5 = = 1, resulta: 

Y 2 

o) eloa) =s 
e daí 


x2y2 —- (x -27[x2 -y2)=0, 


que é a equação do I.g. 


446. 
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A área da superfície lateral de um cilindro é dada por A, = 2qrh. Fi- 

xando o valor de A, em k, os cilindros que possuem área lateral igual 

a k têm dimensões r (raio de base) e h (altura) tais que 2mrh = k, 
k 

ou seja, th = Dm Variando r e calculando h, obtemos os pontos da 
T 

hipérbole equilátera da figura. 


a) Seja C(a, b) o centro e seja R o raio 
de uma dessas circunferências. 
Devemos ter: 

R=aeR2=b2+1 

Então: 

a=R (1)eb=vVR2-4. (2) 


Portanto, a equação da circunferência fica sendo 
(x— R2+(y—- VR2— 1)? = R2, 


b) Eliminando R entre as equações (1) e (2), resulta: 
b=a2-1 ouaindaa?—-b2=41. 

Z=x+yi 

Zz—-2i=x+(y— 2) 

z-2il=V$2 +(y— 272 
p-2]=2>Ve+(y-22=2 58 +(y-2P=4, 


que é a equação da curva cujos pontos representa z. Trata-se da 
circunferência de centro (0, 2) e raio 2. 


A equação de réy = mx. A equação 
daretaséy — O = (xo 4) 


O ponto A', interseção de rcomss, 
está nas duas retas e, então, sa- 
tisfaz as duas equações. Eliminan- 
do m entre as equações, temos: 


y= [Ea -4)edaix +y2- 4x =0. 


Conclusão: o |.g. é uma circunferência de centro (2, 0) e raio 2. 
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450. 


451. 


452. 


453. 


x -y2+x+y=0 
Fatorando, temos: 
(x —ytx +y) +(x+y)=0 


x+y=0 
(x+y(x—y +1)=0 > 4 ou 
x-y+1=0 


que são duas retas concorrentes e perpendiculares. 


y2—-xy— 6x2 =0 
Resolvendo a equação em y, vem: 
A=x2+ 24x = 25x2 

x + 5x 


y= E > y=3x e y= —2x (retas pela origem) 


x +2xy +y2-9=0 


Fatorando, vem: 


x+y-3=0 
(x+y?-9=0>(x+y-3x+y+3)=04ou 
x+y+3=0 


6x2 —- 692 + 5xy —- 6x +4y=0 


Resolvendo a equação em x, vem: 

6x2 + (5By — 6x — 692 + 4y = 0. 

A deve ser um quadrado perfeito para que a equação represente uma 
reunião de retas. 

A =(by-—6)2 — 24(-6y2 + 4y) = (13y — 6)2 
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Portanto: 
3 

3x—2y=0 > Mm =5 

ne —by + 6+(13y — 6) ” 

Do 42 ou 
2x+3y —-3=0 5 mo = E 
1 j 
my = Eres > retas perpendiculares. 


2 


454. ax +8x+15-xy-3y=0 
Fatorando, temos: 
x+3)x+5D) —-yx+3)=0 5 (x+3)x —y +5D)=0 
n:x+3=0> Ím,;hn LO 
bix—y+5=0>m=l 
Então, r> // b43, Portanto, r; faz um ângulo de 45º com os eixos 
Ox e Oy. 


Como r, // Oy, então o ângulo Gentrer, e r; é E 


b) 3x —-3y2+6x—-2y+8x=0 
Resolvendo em x, temos: 
3x2 + (6 +8y)x—(3y2+2y)=0 


A = (10y + 62 
3x—-y=0>m=83 
—6 — 8y +(10y + 6 
Es y+(10y +6) |, jou 


: 6 


1 
Asp O + a 


1 - , T 
Como m, = ——, as retas são perpendiculares >» 0=—=. 
ma 2 
c) 25xX2+y2 — 10xy + 5x — y = 0 

Fatorando: 

(x —y2 +(5x—y) =0 


5x-y=0>m=5 
x -ylse=y+1)=0<L, ou 
5x-y+1=05m=5 


my = mo => retas paralelas > 0 =0. 
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455. 2x2 +my2+2x+10x+my+4=0 


Resolvendo em x, vem: 

2x2 + (2y + 10x + (my2 + my + 4) =0 

A = (2y + 10)2 — S(my2 + my + 4) 

A = (4 — 8m)y? + (40 — 8m)y + 68 

A é quadrado perfeito se 4' = 0. 

A'=(40 —- 8m)? —-4-684 -8m)=0 > m=-12+2/34 


456. x =2 


Comparando com a forma teórica Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F=0, 
temos:A=B=D=E=0;C=2;F 2; 


2A C D 
= 6 28 ELSA sd eo = hipóboi 
D E 2F 


B=4AB-C2 5 p=-1 


457. x -2xy-y=0 
Resolvendo em x, temos: x) — 2yx — y2 = 0. 
A = (—2y? + 4yº = By? 


1 +42 
x = y 
— Dy+2N2y 2 
oa > jo 
x- 10 2 
2 y 


A equação representa a reunião de duas retas. 


458.  x2+16y2+2mxy —-1=0 
Comparando com a equação teórica, temos: 
A=1,B=-16,C-2m,D=-E=0,F=-—1. 
a=-128+8m? >5«z0semz-4emz4 


B=4AB-C2=64 — 4m? 
yY=A+B=17 


Nessas condições, temos: 

m=-4o0um=4 >a=0€eB=0O = duasretas 
-A<m<4 504%0€eB>0 > elipse 
m<-4Zoum>4 > az0eB<O = hipérbole 
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2 y2 
459. S+t5-eto 


+55 = 15 elipse 
a2 b2 ac? pc? p 


460. y-2Xº-7x+8=065y=2X+7x-—-8 > parábola 


x2 y2 
461. —— + 
hi 9 4+m 


A equação representa uma hipérbole se 4 +m<0 > m<-—4. 


=1(m+-—4) 


462. x2-y +x+y=0 
Fatorando, temos: 
K+yx-y)+(x+y)=0 > (x+yx—y+1)=0 
+y=0 = — 
E y ea (reunião de duas retas perpendiculares) 
x-y+1=0 > m= 


463. x —-6x+8=0 


Fatorando, temos: (x — 4)(x — 2) = 0. 


Ê E : E : (são duas retas paralelas ao eixo Oy) 
464. 2+2xy+y2-1=0 
Fatorando, vem: 
x+y2-1=0>5 (x+y-1x+y+1)=0 
PRE > m=-1 


(são duas retas paralelas) 
x+y+1=0>m 


465. x2-3xy+2y2=0 


Resolvendo em x, temos: 


2 -3yx+2y2 = 

k di , [= x=200x= 

A=y? 

(x — 2y)(x — y) = O (reunião de duas retas concorrentes na origem 
do sistema) 


466. 4x2 — 9y2=0 
(2x — 3y)(2x + 3y) = O (reunião de duas retas concorrentes na ori- 
gem do sistema) 
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467. y=2xy-—x 
x -2xy +y2=0 
Fatorando, vem: 

(x—y2? =0 => x=y (bissetriz dos quadrantes ímpares) 

468. x2+2ayx+y2=0 
A=4a?y2 — 4yº = 4y*(a2 — 1) 

A equação representa a reunião de duas retas se À é quadrado 
perfeito. 
Então,a2-1>0 > a<-1oua>1,ouseja, |a|>1. 

469. fxy=sxy) > flxy)-—-g(x,y)=0 > ax+by+c=0,comaxzo, 
então a equação f(x, y) = g(x, y) representa uma reta que contém em 
particular os pontos em que f(x,y) = O = g(x, y), OU seja, os pontos 
de ANB. 

470.  x2-4x+y+4y+11=0 
(xX —-4x+4)+(932+4y+4)+3=0 
(x=-22+ly +2P==83 
Esta igualdade é impossível, pois o 1º membro é maior ou igual a 
zero e o 2º membro é negativo, então a equação dada representa 
um conjunto vazio. 

471.  x2+y2-2x—-6y+10=0 
(xX2 —2x+1)+(y2º —-6y+9)=0 
pede dp =0 
então só o ponto (1, 3) satisfaz a equação dada. 

daN DIA — Demonstração de teoremas de Geometria Plana 
474. 1) P é ponto médio de AB: 


100 


M é ponto médio de BC: 


b+c d 
uf 5 à) 
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2) Vamos determinar o coeficiente angular de cada uma das retas 
AC e PM 


d 
Mao e 
d aa 
fi mãe = mpy > PM // AC 
E fi ! 
PM b+c “Cc 


dac = Vc2 + d2 

(2 prol (8) Vera | em = 5 dc 
dem = [157 vi | A 

2 2 2 2 


1) Determinemos os pontos M e N médios das bases: 


a b+ad 
m=(2,0)en=[ 2 o) 


2) Determinemos o ponto P, interseção das diagonais AC e BD. 


A equação da reta AC é x — by = O e a equação da reta BD é 
cx + (a — d)y — ac = O. Resolvendo o sistema formado por essas 


duas equações, temos 


p=[ ab ac 
“da+b-d' a+b-d/f 
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3) Determinemos o ponto Q, interseção dos lados AD e BC. 

A equação da reta AD é cx — dy = O e a equação da reta BC é 

cx + (a — b)y — ac = O. Resolvendo o sistema formado por essas 
ad ac 


a+d-b' a+d-b/ 
4) A equação da reta MN é 20x + (a-b-—d)y-—-ac=0. 
Provemos que P e Q estão na reta MN: 

2cxp+ (a — b — d)yp — ac = 


duas equações, temos Q = 


-2 E +a-b-g ac 

- e [Babe + (a b — djac — (a + b — djac] = O 
2cxo + (a — b — dyo — ac = 

2. (aba -ao- 
= [Bacd + (a - b- djac— (a + d bjao] = 0. 


476. 


A(O, 0) B(a, 0) 


1) Determinemos os pontos M e N médios das diagonais: 
b c a+d e 
o (een = 2 o 
2) Determinemos o ponto E, interseção das retas que contêm os 
lados AD e BC: 
equação de AD: ex — dy = O 
equação de BC: cx + (a — b)y —ac = 0 


acd ace 
ae—be+cd'ae-—-be+cd 


solução do sistema: E = 
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3) Determinemos o ponto F, interseção das retas que contêm os 
lados AB e CD: 


equação de AB: y=0 

equação de CD: (c—e)x+(d — b)y + (be — cd) = O 
solução do sistema: F = (peca, 0) 

4) Determinemos o ponto G, médio de EF: 


1 2bcde — ac2d + abe2 — b2e2 — c2d?2 
Xxc=>(X+tx)= [www >|» ———>— 


2 2(ae — be + cd)(e — c) 
o E FR pe ace 
Ye = 9 UE = Sae — be + cd) 


5) A equação da reta MN é 2(c — e)x + 2(a + d — b)y + (be — ac — 
— cd) = 0. 

Provemos que G está em MN: 

2(c— e):xg+ 2(a + d— b)-yg + (be — ac — cd) = 

— —2bede + ac2d — abe?2 + b2e? + c2d? | ace (a+d-b) 


ae — be + cd ae — be + cd 
a (be — ac — cd)(ae — be + cd) En 
ae — be + cd 
y 
C(c, d) 


o b-c 
Mpeg E o Mg = d 
Mode y-0= =0) 
b—c 
haiy= q x 
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478. 


(2) Determinemos hp L AC: 


d 
ME >mS-- 
AC c hp d 


B(o,0) Ch, = y-0=-S (x b) > (o)y= Ext E 
(3) Determinemos hç 1 AB: 

ho é uma reta por C(c, d), perpendicular a Ox. 

Então, h, = c. 


(4) Determinemos h; N hp N he: 


y=*5*x 4) 
c bc 
gp 
x=c (3) 
a c(b — c) . 
Substituindo (3) em (1), vem: y = A que satisfaz (2). 


c(b — c)) . A 
Portanto: Ilc, “do é o ponto comum das três alturas. 


ms 


1) Determinemos a mediatrizm, L AB em M, médio de AB: 


b 
ul. 0) my é reta perpendicular ao eixo Ox, por M: 


mix => 
q. 2: 
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2) Determinemos a mediatriz mo L BC em N, médio de BC: 

(ore 5): my = dm «LH 
>» Copbe  qg=t o d 
a poe (Dto), 

2 d 2 


p=... bé= e dê 


> M5:Yy = 


3) Determinemos a mediatriz ms L AC em P, médio de AC: 
cd 
(> E] 
d c 
Mãe = Es = Mma = a 
ma: y ER Ss Ss May =X + 
2 d 2 d 2d 


4) Determinemos m, N mo N ms: 


= (1 
E O 
p= E = oo 
a 2d (2) 
=6 6 gÊ 
gm 
d 2d 


c2 + d2 — be 


Substituindo (1) em (3), obtemos y = 2d 


, que satisfaz (2). 


b c2+d2 — bc 


Portanto: ( é o ponto comum às mediatrizes do 


o 2d 
triângulo. 
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